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AVVERTIMENTO DEL TRADUTTORE. 



Nel pubblicare questa traduzione del Calcolo Differenziale 
ed. Integrale del Signor I. Todhunter, non abbiamo avuto 
altro scopo se non di aggiungere ai libri, che corrono per 
le mani degli Studenti delle nostre Università, un’ opera 
notevole per la chiarezza dell’esposizione, il rigore delle 
dimostrazioni, la giusta proporzione nelle parti, ed il ricco 
corredo di esempii, che offrono largo campo ad utili eserci- 
tazioni. Per rendere l’opera adatta all’insegnamento Univer- 
sitario, nel modo che trovasi ordinato tra noi, abbiamo 
creduto dovervi aggiungere alcune appendici, le quali ri- 
guardano, pel Calcolo Differenziale, i principii della teoria- 
delie linee a doppia curvatura, e delle superficie curve, e 
pel Calcolo Integrale, i principii dell’integrazione delle equa- 
zioni differenziali: i capitoli che costituiscono tali appendici 
sono stati tratti dall’ eccellente opera del Cournot, Traiti 
élémentaire de la Thiorie des Fonctions et du Calcili Inji- 
nitisimal. 

Si è messo ogni cura affinchè, per correzione e nitidezza 
di caratteri, questa edizione italiana emulasse la inglese. 
Se gli studiosi ritrarranno alcun vantaggio da questo lavoro, 
i nostri voti saranno pienamente soddisfatti. 
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PREFAZIONE ALLA TERZA EDIZIONE. 



Nella presente opera mi sono studiato di esibire nn qua- 
dro generale del Calcolo Differenziale seguendo il metodo 
dei Limiti. Nelle parti più elementari sono entrato in mi- 
nute particolarità nelle spiegazioni, con la speranza che un 
lettore non assistito da maestro potesse rendersi atto ad 
acquistare una sufficiente conoscenza del soggetto. Ai di- 
versi capitoli si troveranno aggiunti Esempii abbastanza 
numerosi per rendere un altro libro non necessario. Questi 
esempii sono stati scelti quasi esclusivamente dalle Memorie 
degli Esami del Collegio e della Università: si vedrà che 
la maggior parte di essi non presenta alcuna seria difficoltà 
allo studente, sebbene alcuni pochi richiedano una particolare 
abilità nell’analisi. 

La mia propria esperienza con gli allievi è stata decisa- 
mente sfavorevole al sistema Sei Differenziali ; molti abili 
insegnanti che ho consultato hanno espresso una simile 
opinione, ed io ho perciò adattato esclusivamente il metodo 
dei Coefficienti Differenziali. 

Sovente ho dato più di una sola investigazione di un 
teorema, poiché credo che lo Studente ritragga vantaggio 
dal considerare la stessa proposizione sotto diversi aspetti, 
e che, per riuscire negli esami a dare, egli debba essere 
preparato per mezzo di una considerevole varietà nel modo 
di ordinare le diverse parti del soggetto, e di una corrispon- 
dente varietà nel modo di dimostrazione. 
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PREFAZIONE. 



Siccome il mio solo oggetto è stato quello di produrre 
un’opera utile, non ho esitato ad avvalermi delle opere ele- 
mentari che già si hanno; una nota di quelle cui sono prin- 
cipalmente debitore è qui appresso indicata. 

Debbo i miei ringraziamenti ai molti amici che hanno 
preso interesse al libro, e che mi hanno favorito con le loro 
valevoli indicazioni e correzioni, le quali hanno fatto sparire 
da esso varie imperfezioni che altrimenti avrebbe contenuto. 

Le prime edizioni contenevano poche pagine sul Calcolo 
Integrale; queste sono state poi incorporate in un trattato 
distinto su tale argomento, e per conseguenza non sono qui 
ristampate. . Lo spazio così guadagnato mi ha permesso di 
spiegare più diffusamente alcune parti del soggetto che per 
esperienza si trovano essere difficoltose agli studenti. 
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CALCOLO DIFFERENZIALE. 



CAPITOLO I. 

DEFINIZIONI — LIMITE — INFINITO. 

1. Se due quantità suscettibili di cangiamento sono col- 
legate in modo che variando una di esse si ha per conse- 
guenza una variazione nell’altra, la seconda quantità si dice 
funzione della prima. Così essendo x un simbolo al quale 
possiamo assegnare diversi valori numerici, le espressioni 
come x' 1 , 3^, log' ir, c sen x , sono tutte funzioni di x. Se una 
funzione di x si suppone eguale ad un’altra quantità, come 
per esempio sen x—y, allora ambedue lo quantità si dicono 
variabili , una di esse essendo la variabile indipendente e 
l’ altra la variabile dipendente. Una variabile indipendente è 
una quantità alla quale possiamo supporre assegnato arbitra- 
riamente un valore qualunque; una variabile dipendente è 
una quantità il valore della quale è determinato allorché si 
conosce quello di qualche variabile indipendente. Sovente 
quando si considerano due o più variabili è in nostro potere 
fissare ad arbitrio la variabile indipendente , ma una volta 
fatta la nostra scelta non è più lecito far cangiamento a questo 
riguardo nel corso delle operazioni ; almeno un tal cangia- 
mento richiederebbe alcune precauzioni e trasformazioni. 

2. Generalmente si dinotano le funzioni con simboli come 
F(a?) ,f(x), <f[x) ,, <{/(#) , e simili, la variabile essendo indicata 
da x. Un’equazione quale y — ^{x) esprime che da variabile 
dipendente y è così collegata alla variabile indipendente x, 
che il valore di y è conosciuto allorché quello di x é dato, 
o che se un cangiamento si opera nel valore numerico asse- 
gnato ad x, il cangiamento che consegue in y può essere 
trovato. 

1 . 1 



Digìtìzed by Google 




9 



DEFINIZIONI. 



3. Lo studente probabilmente ha già avuto occasione di 
considerare il significato dei termini « quantità variabile » 
e « funzione » che abbiamo qui introdotti. Nei trattati sulle 
sezioni coniche, per esempio, occorre 1’ equazione y=2\/ax, 
in cui x è un simbolo generale al quale possono essere as- 
segnati diversi valori numerici, ed a è un simbolo al quale 
si suppone assegnato un certo valore numerico invariabile, 
e che perciò è chiamato una « costante ». Per ogni valore 
dato ad x possiamo dedurre il corrispondente valore nume- 
rico di y. Nell’equazione y = 2*Jax, poichò il valore di y di- 
pende si da quello di a che da quello di x , possiamo dire 
che y è una funzione di « e di Segue da ciò che possono 
usarsi simboli come F[a,x) per dinotare una funzione di a 
ed x, ed un’equazione quale y—y[x,z,t) indica che y è una 
funzione delle tre quantità dinotate dai simboli x,z c t. 

4. Nell’equazione y — 2^'ax , • conoscendo che a dev’essere 
una quantità costante nel corso di qualche ricerca da noi 
intrapresa , spesso non porremo mente a questa costante , c 
continueremo a parlare di y come una funzione di x. Simil- 
mente l’equazione y= — v ; ( a- — x 2 ) può essere rappresentata 

(l 

con y=%(x), in cui poniamo in evidenza solamente quel sim- 
bolo x il quale nel corso delle nostre investigazioni sarà coD- 
siderato variabile. 

5. Se l’ equazione che lega le variabili a? ed y b tale che 
si trovi la sola y in un membro e nell’altro membro una 
espressione che racchiude x e non y , si dice che y è una 
funzione esplicita di x. Quando un’equazione tra x ed y non 
è di questa forma , si dice che y è una funzione implicita 
di x. Così se y = ax t -\-bx- ! r c, y è una funzione esplicita di x. 
Se ay ì - 2bxy \-cx 2 +g — 0 , y è una funzione implicita di x. 
Le parole funzione implicita suppongono che y sia realmente 
una funzione di x nel senso in cui abbiamo usato la parola 
funzione. Questa supposizione si vedrà essere vera nell’esem- 
pio dato, poichò con la risoluzione di un’equazione quadra- 
tica possiamo esibire y come una funzione di x; o piuttosto 
possiamo dedurre che y deve essere una tra due funzioni 
esplicite di x , cioè 

bx + j [b 2 — ac)x ì — ag\ bx — \l | (i 1 — ac) x- — ag \ 

a a 

Ritorneremo su questo punto in seguito, nell’ Art. 58. 
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6. Le funzioni esplicite possono essere divise in algebri- 
che e trascendenti. Le prime sono quello in cui le sole ope- 
razioni indicate sono 1’ addizione , la sottrazione , la molti- 
plicazione, la divisione, e l’elevazione di una quantità ad 
una conosciuta potenza o l’estrazione di una conosciuta ra- 
dice; le altro sono quello che racchiudono altre operazioni, 
come le funzioni esponenziali, le funzioni log-aritmiche, eie 
funzioni trigonometriche. Noi qui supponiamo che il numero 
delle operazioni indicate sia finito; poiché come vedremo in 
appresso una funzione trascendente può essere equivalente ad 
una serie infinita di funzioni algebriche. 

Alla variabile indipendente in un’equazione possiamo sup- 
porre assegnato un valore qualunque, positivo o negativo, 
tanto grande o tanto piccolo quanto ci aggrada. Se suppo- 
niamo una serio di diversi valori assegnati ad x, a cominciare 
da un valore negativo numericamente molto grande e clic 
va gradatamente crescendo algebricamente sino ad un gran- 
de valore positivo , la serie dei valori che si ottengono per y 
può presentare risultati molto diversi. Per esempio, se y — x z , 
i valori di y formeranno una serie che comincia con un va- 
lore negativo numericamente grande, e va crescendo algebri- 
camente sino ad un grande valore positivo. So y=x 2 , i va- 
lori di y sono sempre positivi, c formano una serie prima de- 
crescente e poi crescente. Se y— \l[a 2 - x*), i valori di y sono 
immaginari per ogni valore di x non compreso tra — a e + a. 



7. Passiamo ad un altro esempio più importante pel no- 

Qs 

stro scopo. Sia y = = — , e si consideri la serie dei valori che 
JL X 

S rende y allorché si assegnano ad x diversi valori positivi. 

'uando x— 0,y =0, e quando x Ira un valore positivo qua- 
lunque, y è una frazione propria positiva. Ponendo y sotto 

la forma 1 — r — , si vede che al crescere di x cresce anche 

\-tX 

y, ma essendo y una frazione propria non può mai raggiun- 



gere 1’ unità. La differenza tra y e l’ unità è 



e -.j 



1+tf ’ 



questa 



frazione diminuisce al crescere di x , e può essere resa minore 
di qualunque frazione assegnata, per •piccola che sia, dando 
un valore sufficientemente grande ad x. Cosi se vogliamo che y 

1 



differisca dall’ unità per una' quantità minore di 



100,000’ 



si 
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ESEMPII DI UN LIMITE. 



faccia x=100,000 cd il risultato richiesto sarà ottenuto. Se 
desideriamo far differire y dall’unità per una quantità mi- 
nore di i ooo oóo ' ’ Si l )on » a x =1,000,000, e sarà rag- 
giunto lo scopo. In queste circostanze si dico che « il limite 
di y allorché x cresce indefinitamente è 1’ unità. » 



8. La nozione di limite b della più grande importanza; in 
fatti tutto il Calcolo Differenziale consiste nell’csporre le con- 
seguenze che discendono da questa nozione,- Lo studente pro- 
babilmente ha già incontrato dei casi in cui la parola limite 
è stata usata, ai quali sarà utile di ricorrere. Per esempio, 

la somma della progressione geometrica I H- ì — i — ^ — h i -J-etc. 

j Z 4 o 

continuata sino ad n termini è 2 — jr ;T — , da cui egli ha 

/V 

dedotto il risultato che il limite della serie quando il nu- 
mero dei termini cresce indefinitamente è 2. 



9. Un esempio molto importante di limite s’ incontra nelle 
opere sulla Trigonometria. Vi si dimostra che se 0 dinota la 

misura circolare di un angolo, la fraziono se 0 dimi- 

0 

nuisce indefinitamente, si avvicinerà quanto si vuole all’ u- 

se n0 

nità. In altre parole il limite di —y> a misura che 0 dimi- 
nuisce continuamente è 1’ unità. Esprimeremo ciò dicendo 
sciiO 

« il limite di —y , quando 0 = 0 , è 1’ unità » o sia, usiamo 

le parole « quando 0 = 0» come un’ abbreviazione di « quando 0 
diminuisce continuamente verso zero » o per « quando 0 dimi- 
nuisce senza limite. » 



10. La proposizione « il limite di 



. senO 



è l’ unità » è sovente espressa così « quando 0 = 0, — ^ 



, quando 0 = 0, 
senO 

1 » 



o «quando 0=0,sen0 = 0. » Si ponga però ogni cura a non 
dimenticare che simili espressioni sono solamente abbreviazioni 
e non possono essere intese assolutamente. Similmente il ri- 

X 

sultato ottenuto nell’ Art, 7, cioè che il limite di , — allorché 
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SIGNIFICATO DELLA PAROLA INFINITO. 



x cresce indefinitamente è l’unità, si esprimerebbe alle volte 

X 

dicendo « quando x è infinito — — - eguaglia 1’ unità. » Qui 

X t£C 

tutte e duole parti della sentenza sono abbreviazioni: « quan- 
do a: è infinito » può avere solamente il significato di « quando 



x 



x cresce senza limite , » ed « j — ; eguaglia l’ unità » dinota 



x 



a rigore « yy— può farsi differire dall’unità per una quan- 
tità quanto si vuole piccola. » 



Jb 

11. Nell’ esempio y = — y assegniamo ora ad x valori ne- 



gativi. Si ponga 



■z in vece di x\ con ciò i/ = — -. Si sup- 

2—1 



ponga ora 2 variare gradatamente da 0 ad 1 ; il numeratore 
di y è positivo e continuamente crescente, mentre il deno- 
minatore è negativo e numericamente continuamente decre- 
scente. Il valore di y adunque è negativo ed in valore nu- 
merico cresce continuamente, e prendendo z sufficientemente 
vicino all’ unità possiamo rendere y grande quanto ci aggrada ; 
vale a dire, come z si avvicina all’unità y non ha limite 
finito. A motivo di brevità, ciò si esprime alle volte dicen- 
do, « quando 2 = 1, y ò infinito; » ma non si deve dimen- 
ticare che quest’ ultima frase è un’ abbreviazione, c può so- 
lamente essere intesa cosi : « prendendo z sufficientemente 
vicino all’ unità y può farsi superare qualunque grandezza 
assegnata, per quanto grande essa sia. » Non procederemo 
oltre con 1’ esempio ; il lettore vedrà che quando z è mag- 
giore dell’unità y è positivo; che y diminuisce continuamente 
a misura che z cresce, e si avvicina al limite l’ unità quando z 
cresce indefinitamente. 



12. Lo studente ha già veduto un’esempio analogo a quello 
considerato nell’articolo precedente, poiché probabilmente egli 
è stato avvezzo a dire « la tangente di un angolo di 90° 
è l’infinito. » Riflettendo egli vedrà che il solo modo in cui 
può darsi un significato a tale proposizione si è di consi- 
derarla un’ abbreviazione della seguente : « a misura che un 
angolo cresce gradatamente sino a 90°, la tangente dell’ an- 
golo cresce, c prendendo 1’ angolo sufficientemente vicino a 
90° possiamo rendere la tangente tanto grande quanto ci ag- 
grada. » Noi non possiamo formarci un concetto distinto di 
una grandezza infinita , e questa parola può solamente essere 
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DEFINIZIONE DEL LIMITE. 



usata in Matematica come un’abbreviazione nel modo degli 
esempi qui considerati. 

Se alla variabile indipendente x sono assegnati valori che 
cominciano da zero e crescono senza limite, si esprime ciò 
alle volte in modo abbreviato dicendo che x cresce da zero 
all’ infinito. 



13. Il significato della parola « limite » o l’equivalente 
« valore limite » s’ intenderà dal suo uso negli articoli pre- 
cedenti. Ciò che segue può essere dato come una definizio- 
ne: « Il limito di una funzione per un valore assegnato della 
variabile indipendente, è quel valore dal quale si può far 
differire la funzione tanto poco quanto si vuole, facendo 
avvicinare la variabile indipendente al suo valore asse- 
gnato. » 



14. Nell’ esempio «limite di — — = 1 quando 0 = 0, » è 
scnO ® 

chiaro che — . — non è mai eguale ad 1 fin tanto che 0 ha uu 
0 ° 

valore qualunque diverso da zero, e se effettivamente ponia- 

scnO 

mo 0 = 0 , rendiamo l’espressione — r— vuota di senso. In altri 

termini , benché — - si avvicini tanto quanto ci aggrada al 

limite P unità, esso giammai raggiunge effettivamente questo 
limite. Alle volte nella definizione del limite sono state in- 
trodotte le parole « quel valore che la funzione non raggiunge 
mai effettivamente. » Ma è più conveniente di ometterle; 



poiché se prendiamo una funzione di x, 



per esempio 



x 

X-rl 



, ed 



assegniamo ad x un valore, supponiamo 1 , si può determi- 
nare il valore attuale della funzione, che in questo caso sa- 
rebbe In conformità della definizione che abbiamo data 

* _ i 

nell’articolo precedente possiamo chiamare se ci piace il 

X * 

limite di — -r quando x si avvicina all’unità. Lo stesso vale 

®+l 



per qualsivoglia valore finito di ogni funzione, e general- 
mente secondo la definizione del limite data nell’ Art. 13, ogni 
valore attuale di una funzione può essere considerato coni e un 
valore limite. 
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/ 1 \ x 

15. Lìmite di I 1-b — j • Il teorema seguento, che proce- 
diamo a dimostrare, è molto importante. « Allorché x cresce 

/ 1 \ x 

indefinitamente l’espressione ( 1+— J si avvicina ad un certo 

limite il quale è compreso tra 2 e 3. » 

In primo luogo supponiamo x un numero intero positivo, 
— vi per esempio; mostreremo che l’espressione suddetta cre- 
sce continuamente con m , ma non può mai raggiungere il 
valore 3. Assumendo il Teorema del Binomio per gli espo- 
nenti interi positivi, abbiamo 

V ( »i/ m 1.2 \mj 1.2.3 \in/ 

m[m — . . . \m— (m— 1)]^ iy* 



. . .+■ 



1 . 2 ...»> 



che può essere scritta 

. 1 



K)"= 



i 



-- (1--V1--) 

m \ vi) \ mj 
— + 1.2.3 + "' 

\ vi J \ vi) V vi ) 



1 + 1.2 + 



Similmente 

0+iàT 



1.2 ...un 



•••(!)• 



1- 



=1+ T + ‘ 



m + 1 



1.2 



+ 



O-sStX'-sti) 



Q -^ X 1 - 



Vl + 



1.2.3 

t)-0-s5i) 



1 . 2 + 1 ) 



...( 2 ). 



Ora nello due ultime serie vediamo elio i loro primi o 
secondi termini sono eguali, ma il terzo termine in (2) è 
maggiore del terzo termine in (1); del pari il quarto termino 
in (2) è maggiore del quarto termine in (1), e così via; in- 
oltre in (2) vi è un termine di più che in (1). Adunque 



0 



I 

l+vi) 






OT + | 



è maggiore di 



‘ 04 )’ 
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RICEBCA DI UN LIMITE. 



Quindi se poniamo successivamente in eguale a 2,3,4, etc. 
/ 1 

l’espressione ( 1-f — ) cresce continuamente. 

12 3 

Ma poiché 1 — — , 1 , 1 , etc. sono tutti positivi e 

in in m 

tutti minori dell’unità ne segue che la serie in (1) non può 
essere maggiore di 



, 111 1 
1 1.2 T 1.2.3 ^1. 2.3.4 



+ ••• +• 



1 . 2 ...*» 



•( 3 ), 



comunque grande sia m. 

Ma la serie in (3) è minore della progressione geometrica 

1111 1 

+ 2 + 2 + 2* 2 3 2"‘ -i ’ 

vale a dire, minore di 

1 — — 

2 "* 1 

+ 7T **’■ 

1 2 



/ i\™ 

Quindi I1 h — ) è minore di 3, comunque grande sia in. 

Adunque poiché l’espressione (l-f— ) cresce continua- 

mente con in, ma nello stesso tempo non può eccedere 3, vi 
deve essere un «limite» verso il quale essa si avvicina a mi- 
sura che in cresce indefinitamente. Adopreremo il simbolo e 
per dinotare questo limite, e mostreremo in seguito come 
calcolare il suo valore approssimato: diciamo approssimato, 
poiché si dimostrerà essere un numero incommensurabile. 
Si vegga l’Art. 115. 



16. Potremmo forse lasciare allo studente il convincersi 

che il valore limite di ^1 + debba essere lo stesso sia che 

si attribuisca ad x una successione di valori interi o pure fra- 
zionari crescenti senza limite. Ma può essere formalmente di- 
mostrato nel seguente modo. Qualunque sia il valore frazionario 
assegnato ad x vi debbono essere due interi consecutivi, sup- 
poniamo in ed wì + 1, tra i quali giace quel valore frazio- 
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nario. Sia adunque 1 + — maggiore di 1 4--^- e minore di 

1t — , in cui n è messo per m+ 1. 
m 1 

Laonde (l+ giace tra ^l+-ì-^ ed + • 

Si supponga x= m + a — n — $, cosi che a e 3 sono frazioni 
proprie, quindi 

04)’ giace tra (l + 1)^(1 + ì)”*". 



vale a dire, tra 



I04)T 4 - 104)T S - 

Se ora si suppone x crescere senza limite, avverrà lo stesso 

/ 1 \* , / ÌA™ ' 

per in ed «. Il limito dillq — ) e di I 1 H — ) è e, e sic- 
S a \nJ \ m) 

come 1 — -- ed Ih — hanno l’unità per loro limite ne segue 
n in 



che il limite di 



04 )' 



17. Possiamo mostrare che il limite di è anche e 

quando x è negativo e cresce senza limite. Infatti posto x=—z, 
dovremo trovare il limite di 04) quando z cresce senza 



limite. 



04) =(4‘)H4) 

/l+y\ v+ * . 

= ( — - 1 , m cui 

\ V J 



, in cui i/ = z— 1 , 



=io4)r’ s - 

Cresca adesso x numericamente senza limite, z, c per con- 

/ 1 \ v , 

seguenza y, faranno lo stesso. Il limite di i 1-f — ) è e, e 

1 , / 1 z 
quello di 1-f— è l’ unità, quindi il limite di ^1— — J ò e. 
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ESEMPII DI LIMITI. 



/ lx* 

18. Poiché il limite di ( 1-f— 1 allorché x cresce indefi- 

, \ x ) 1 

nitamente he, si Tede, ponendo — = 2, che il limite di 
A ® 

(1+2)* quando z diminuisce indefinitamente è anche e. Pos- 
siamo quindi dedurre il limite per z — 0 di (1 + az) z , in 
cui a è una quantità costante qualunque. Infatti 

(l+a2) I = j(l + ®2)' K jì . 



Ora a misura che z diminuisce senza limite, accade lo stesso 
per az, quindi 

limite di [l+az) az è e, 



19. Poiché 



limite di (1 + az) z è e a . 
log„(l+ 2 ) : =Alog a (l + 2 ), 

4 / 



a essendo una base qualunque, sarà, diminuendo z indefi- 
nitamente , 

limite di — limite di log a (l+z) r , 

£ 

= l0g o c 5 

e , ponendo e per a , 

limite di 



■+ 20. Dall’equazione 






deduciamo, ponendo l + 2 =« r , 



l°g«(l + *Y= "FZp 

Si supponga ora z diminuire senza limite , e quindi an- 
che v. Avremo 

v ' 

limite di -r . — - per v=0, 
a — 1 

x 

= limite di log a (l+ 2 )* per 2 = 0 , 

. = log„<?. 
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Quindi 



Si supponga 
onde 



1 

limite di — - — per ®=0, 
1 

“log a e’ 

= log e «. 
a = e^, 
p. = log e « 



e 



1 

limite di per v —0, = g. 



t 



21. I risultati seguenti si troveranno nelle opere sulla Tri- 
gonometria. Se la variabile x diminuisce indefinitamente 



limite di 
limite di 
limite di 



tan.t 



x 



sen *.r 
x 

tan -, x 

x 



= 1 , 
= 1 , 
= 1 . 



22. Alcune poche osservazioni generali si possono fare nel 
chiudere questo Capitolo d’ Introduzione. Accade spesso che 
colui il quale intraprende questi studi si perdi di animo dal 
bel principio poiché egli non sa scoprire o immaginare al- 
cuna applicazione pratica dei punti alquanto astrusi su’quali 
la sua attenzione è diretta. Da ciò che egli rammenta delle 
parti precedenti di quei rami delle matematiche di cui ha 
già cognizione, egli è condotto ad aspettarsi non appena 
incominciato il Calcolo Differenziale di poter comprendere 
il suo scopo generalo, e di adoperarlo per risolvere problemi 
algebrici e geometrici ; e rimanendo deluso in questa aspet- 
tativa, egli crede poter ragionevolmente supporre di non aver 
inteso a dovere i principii elementari del soggetto. Gioverà 
quindi a rassicurarlo, che la difficoltà della quale si lamenta 
probabilmente ò dovuta più alla natura del soggetto che alla 
sua propria mancanza di penetrazione. Lo studente deve , 
per il meglio, lasciare al suo istitutore la cura di ordinare 
le diverse parti del soggetto che egli studia, e di scegliere 
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le definizioni necessarie ad essere compreso; e nel leggere 
un’ opera sul Calcolo Differenziale, egli deve a principio con- 
tentarsi di riflettere sul significato delle definizioni, e di esa- 
minare se le deduzioni tratte dallo scrittore da queste defi- 
nizioni sono esatte. Vi sono innumerevoli applicazioni dei 
principii elementari del Calcolo Differenziale, come si vedrà 
nel Capitolo sugli Sviluppi e nei seguenti , ma da principio 
ci limiteremo semplicemente all’ esercizio logico di tracciare 
le conseguenze di alcune definizioni. 

Una difficoltà di più grave naturà relativa alla nozione 
del limite, sembra imbarazzare molti studenti su questa ma- 
teria, cioè, il sospetto che i metodi impiegati siano solamente 
approssimativi, e quindi il dubbio se i risultati siano asso- 
lutamente veri. Questa obiezione ò certamente molto natu- 
rale , ma nello stesso tempo in verun modo facile ad essere 
affrontata, non essendo al caso il lettore d’indicare qualche 
punto preciso in cui la sua incertezza incomincia. In tale 
circostanza tutto ciò che egli può fare si è, di fissare la sua 
attenzione con molta cura su qualche parte della dottrina, 
sulla teoria degli sviluppi per esempio, in cui si ottengono 
forinole speciali importanti. Egli esaminerà le dimostrazioni, 
e se non può scoprire alcun lato debole in esse, dovrà con- 
fessare che risultati assolutamente veri e liberi da ogni ap- 
prossimazione possono legittimamente essere dedotti dalla 
dottrina dei Limiti. 

23. La dimostrazione negli Art. 15, 16 della proposizione 
/ l\ x 

che ( 1 -j ) tende ad un limite fisso a misura che x cresce 

indefinitamente, è stata data in varie opere sul Calcolo Dif- 
ferenziale, e nello stesso modo è stata qui riportata. Ma il 
metodo seguente, nel quale non si assume il Teorema del 
Binomio, merita di esser notato. 

Se m è un intero positivo, allora, con la divisione effettiva, 



+ a ) OT -‘+ (1 + a ) m -*+ (1 + a ) m-3 + . . . + 1 ; 



onde 


(l + a) m -l fe >«!*, 




ed è 


< ma (1 + a)”' -1 ; 




quindi 


(1 + a) m è > ma + 1 


(1)- 
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ed (1 + a)” 1 è <l + »^a(l+a) , "'' , (2). 

Da (2) segue, a fortiori , che 

(1 + a)"* è <l + rna(l + a) m (3); 



quindi 



(1 + a) m è < 



1 

1 — im. 



w, 



supponendo ma< 1. 

P 



In (1) si ponga — per a, e si estragga la radice m ma da 



m 



ambo i membri dell’eguaglianza; con ciò 



3 i 

r x ^ /i . c \ -g- 



1+-=- Ò >(1+0) 
m ' r ' 



(5). 



0 

In (4) si ponga per a; allora 

(l + a) m è <l + g, 

quindi 1 + w(/+T) è <(1+ ^' Pi- 

si elevino i duo lati di (6} all’« ma potenza; allora 

e quindi per (1) >1 (7). 

m (i+1 

Si elevino i due Iati di (5) aH’» mo potenza, e si avrà 

<!+«*- <(•+£)■ 

onde per (4) < — ~ (8), 

m 

supponendo — <1. 
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Ip^) e( * (®) si ponga per —, c verrà 

(l + ^l + g/ 

(i+pr<- 



1+^ 



i 



i-rP 



•( 91 , 

( 10 ', 



in cui jjl ò una frazione positiva qualunque, ed in (10) è <1. 
Si moltiplichino ambo i lati di (9) per 1 + f; con ciò 

(l+P)» tt4 >l+([i+l)p, 

0 sia, ponendo X per g+1, 

(l + p)*>l+X? (11). 

Così l’ ineguaglianza in (1) , la quale richiedeva che u 
fosse un intero positivo , ò qui estesa , poiché X può essere 
una fraziono o un intero qualunque , purché sia maggiore 
dell’ unità. 

In (11) si ponga (3=r-, e si elevino i due lati alla poten- 
M 

za y; allora 

HT » > K)* 

vale a dire, se 5 sia >y» 

(i 4)’ è > ( 1 + t)" * 12! - 

Da (12) vediamo che (l+~r) cresce continuamente col 

crescere di x. Esso, però, non oltrepassa un certo limite 

finito; infatti in (10) si scriva — per £, e si elevino ambo 

i-'-T 

1 lati alla potenza y> allora 

l\ 1 Y‘ , 1 i 

(Ih ) e < : — - se y sia > 1. 

v n ) (i-iy 

Laonde, so poniamo y = 2, troviamo che 04)' non può 
mai eccedere 4. Attribuendo a y valori più grandi, otterremo 
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un limite più vicino per ^1-f . Se y = 6 , vediamo che 

/ 1 \* / 6 \« 

( 1-f — J deve essere minore di I — 1 , quindi minore di 3. 

Poiché dunque il limite di (l+~) > a misura che x cresce 



indefinitamente, dove giacere tra 



04)‘-(à)* 



in cui n ha un valore positivo qualunque, possiamo, asse- 
gnando ad n valori interi successivi , facilmente approssi- 
marci al valore numerico del limite. 
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CAPITOLO IL 



DEFINIZIONE DEL COEFFICIENTE DIFFERENZIALE. 
COEFFICIENTE DIFFERENZIALE DI UNA SOMMA, UN PRODOTTO, 
ED UN QUOZIENTE. 



24. Esporremo ora la definizione fondamentale del Calcolo 
Differenziale , e dedurremo da essa varie conseguenze. 



Def. Dinoti 9 (x) una funzione qualunque di x, e 9 (x+A) 
la stessa funzione di x + h ; allora il valore limite di 

— — — j — , quando h diviene infinitamente piccolo, si 

dice il coefficiente differenziale di 9 (x) rispetto ad x. 

Questa definizione assume che la frazione precedente >eal men- 
te abbia un limite. Parlando a rigore, dovremmo usare un enun 

n (x 4 - Ih ì O { x) 

ciato della forma seguente — « So L_ — - — I_ fia un limite 

ih 



quando h diviene infinitamente piccolo , questo limite si 
chiama il coefficiente differenziale di 9(3?) rispetto ad x. » Mo- 
streremo , però , che il limite esiste nelle funzioni di ogni 
sorta, esaminandole dettagliatamente in questo e nei due 
Capitoli seguenti. Diamo duo esempii ad oggetto di chiarire 
la definizione. 



Sia 

onde 



9 (x) = x 2 ; , 
9(x+A) = (x+A} 2 ; 

9 (x + h) — 9 (x) _ (x + A) 2 -x 2 
Ti “ h 



2xh + li 2 

r~~ 



—2 x + h, 



ed il limite di 2 x+h quando h — 0, è 2x; adunque 2x è il 
coefficiente differenziale di x 2 rispetto ad x. 
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Sia, in secondo luogo 9(35) =——^; 

9(a? + A)=~r — - — t- , 
YV ' b + x + h 

9 (ar+A) - <p(x) _ a 



onde 



e quindi = — — — 

A [b + x) (b + x+h) 

Il limite di questa espressione quando A =0 ,è 



(b+x) 1 ' 

il quale ò adunque il coefficiente differenziale di 
ad x. 



z rispetto 

b+x 



25 . Diamo ora la notazione che usualmente accompagna 
la definizione nell’ Art. 24 . 

Sia y(x)=y f allora 9 (x+h) — 9 (x) è la differenza dei due 
valori della variabile dipendente y corrispondenti ai due va- 
lori, x ed x-\ffi, della variabile indipendente. Questa diffe- 
renza può convenientemente essere dinotata dal simbolo Ai/, 
in cui A può essere preso come un’abbreviazione della parola 
differenza. Abbiamo così 



Ay = 9 (a? + A) — 9 (x). 

Conformemente a questa notazione, A può essere dinotato 
con Ix, sicché 

Ay __ 9(jE + A)-9(ag) 

A# A 



Può sembrare una superfluità di notazione I’ usare A e A.r 
per dinotare la stessa cosa, ma nel trovare il limite del se- 
condo membro dovremo alle volte eseguire varie trasforma- 
zioni analitiche, c cosi una sola lettera è più conveniente. 
Nel primo membro A.r si raccomanda in considerazione della 
simmetria. 

Diciamo adunque, secondo la definizione nell’ Art. 24 , che 

il limite di quando A.r diminuisce indefinitamente, è il 
A.r 

coefficiente differenziale di y o 9 (,r) rispetto ad .r. Questo 

dy 



limite è dinotato dal simbolo 



1 . 



dx 
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26. Noi consideriamo il simbolo ~ siccome un tutto , c 

dx 

non diamo un significato separato a dy e dx. Intanto, sic- 
A?/ 

come — 6 un’effettiva frazione nella quale ly e Ix hanno 



significati definiti, lo studente facilissimamente sospetterà 
che qualche significato possa darsi a dy e de il quale lo abi- 
literà a riguardare corno una frazione. Questo sospetto 
dx 

probabilmente acquisterà maggior forza a misura che egli 
procede innanzi nella materia c trova che in molti casi ~ 



possiede lo proprietà di una frazione algebrica. Osserviamo 
che vi sono in vero metodi di trattare il Calcolo Differenziale 
nei quali si danno dei significati a dy e dx, e ricorreremo 
ad essi/iu seguito (si vegga il Cap. xxvii.), ma per ora noi 

definiamo il simbolo ^ come sopra, e solamente lasciamo 

al lettore l’incarico di esaminare se siamo conscguenti con 
noi stessi nelle deduzioni che procediamo a trarre ed espri- 
mere per mezzo delle nostre definizioni e dei nostri simboli. 

La seguente notazione è anche frequentemente adoperata. 
Se <p(x) dinota una funzione qualunque di x, allora cp'(x) di- 
nota il coefficiente differenziale di <?(x) rispetto ad x. 

L’operazione di trovare il coefficiente differenziale di una 
funzione ò detta « differenziare » questa funzione. 



27. Coefficiente differenziale di una somma di Funzioni. 

Dinotino y e z due funzioni di x, ed « la loro somma. 
Supponiamo che y ' , z', u' , dinotino i valori che prendono 
queste funzioni quando x si cambia ùi .r + /(. Allora 

n-y+z, 

u'-y'+z', 

onde u' — u = y'—y + z'—z', 

o sia lu= ly + Iz. 

Si divida per i o li, allora 

Ih Ai/ \z 
• \x ~ \x ^ \x ’ 



Digitized by Google 




COEFFICIENTE DIFFERENZIALE DI UN PRODOTTO. 



19 



Diminuisca ora h senza limite, ed avremo 

du _dy dz 
dx~ dx~ dx’ 

Adunque il coefficiente differenziale della somma di due fun- 
zioni è la somma dei coefficienti differenziali delle funzioni. 
Similmente, se 

n = y-z, 
du dtj dz 

dx dx dx ' 



28. Il risultato dell’ Art. 27 può essere esteso al caso di un 
numero qualunque di funzioni unite con i segni di addizione 
o sottrazione. Per esempio, sia 



allora, come sopra, 
onde 



u = w + y + z, 

Aw = Itv + \y -f A z; 
A u _ A w A y i A z 
Ax ~ Àx Ax 1 Ax 
quindi, passando al limite, 

du _ dw dy dz 
dx ~~ dx ~ dx ' dx ’ 



29. Coefficiente differenziale del prodotto di due Funzioni. 
Dinotino tp(x) e <^(x) due funzioni di x, e sia 
?£ = < 5 p(x)<|/(x). 

Si muti x in x + h, e dinoti w+Afó il nuovo prodotto, 
allora u+ lu—<}[x + h)^(x+h), 

onde Aw=t?(x + A)<{i(x + A) — <?(x)^(x), 

= jcp(x + A)-<?(x)| <Kx+A) + ?(x) | <J/(x+A)-<|/(x)}; 

quindi ^ = ffc^W +(x+s) + te±^lM, W . 

Ora supponiamo h diminuire indefinitamente; allora 

limita di T(*+A)-T & 
h 
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c il coefficiente differenziale di 9 (x) rispetto ad x, 0 <p'(x); 



limite di 



ty(x+h )-ty(x) . 
It 



è il coefficiente differenziale di t{*(x) rispetto ad x, 0 ty'{x); 
limite di ^(x + /i) è (J; (x) ; 

quindi % ~ *' (*) ^ ^ + V ^ ? ^ ‘ 

Adunque il coefficiente differenziale del prodotto dì due fun- 
zioni si trova moltiplicando ciascun fattore per il coefficiente' 
differenziale dell’ altro fattore ed addizionando i prodotti ri- 
sultanti. 

Si divida ciascun membro dell’ ultimo risultato per u o 
e(x)t|j(x); sarà 

I du ? '(x) y(jg) 

, u dx c(x) <}» (x)‘ 

30. Un’equazione simile a quella teste ottenuta vaio pel 
prodotto di un numero qualunque di funzioni. Per esem- 
pio, sia 

U — WIJZ, 

m,y,z essendo tutte funzioni di x. 

Si prenda v — my, 

onde u = vz; 

allora, per l’Art. 29, 

1 du 1 de 1 dz 
u dx~ v dx z dx > 



del pari 

onde 

quindi 



1 dv 1 dio 1 dy 
vdx~mdx^ y dx ’ 

1 du 1 dm 1 dy 1 dz 
u dx~ m dx + y dz + z dx’ 



3- = yz -j- + mz ~ + my . 
de dx dx dx 



Procedendo in questo modo abbiamo la regola — Il coeffi- 
ciente differenziale del prodotto di un numero qualunque di 
funzioni si trova moltiplicando il coefficiente differenziale di 
ciascun fattore per tutti gli altri fattori ed addizionando i 
prodotti così ottenuti . 
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31. Coefficiente differenziale di un quoziente. 



Dinotino 9(1) <? ò(ar) due funzioni di x , o sia 

.?(*) 



u — 



4 »;*) 



Si supponga x mutato in x+h, e dinoti u + lu il nuovo 
valore del quoziente. Allora 

o[x+h) 



onde 



A u — 



u+\u= -. . ■ 

<H®+A) 

9 (x + h) tj; (x) - 9 [x] ^ (x + h) 



<!/(a;+A)<}i(a;) 

9 (g -*■- A) — 9 (a?) } (j< (x) — j (p (x+h) — 'I (x) j 9 (x) _ 
<|/(x+À}<{>(x) ’ 

9(x+ft)- 9(ar) ^ j _ [x+h] - _ ,. 



h 



... \n 

quindi — — 

Ax <[»(£+ A) ty(x) 

Diminuisca h senza limite, allora 



?(*) 



dn 9' (x) [x) — <]/ (x) 9 (x) 

dx~ TT(4F . 

Adunque abbiamo questa regola — Per trovare il coefficiente 
differenziale di un quoziente ; si moltiplichi il denominatore 
pel coefficiente differenziale del numeratore ed il numeratore 
pel coefficiente differenziale del denominatore ; si sottragga il 
secondo prodotto dal primo e si divida il risultato pel qua- 
drato del denominatore. 



32. Il risultato dell’ Art. 31 può anche ottenersi nel se- 
guente modo: 



Essendo 

onde 

sarà, per l’Art. 29. 



m' 

9 (a;) = (a:) ; 









onde 

quindi 



du 9' [x] (x) — <{/ (x) 9 (x) 

dx~~ |<|/(x)} 1 
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ILLUSTRAZIONE GEOMETRICA 



33. Differenziazione di ima costante. 



dy 



Se y—c in cui c è una costante, allora 0. Infatti dire 

che y sia eguale ad una costante equivale a dire che y non 
possa variare; da ciò A?/=0, ondo 

qualunque sia il valore di A#; quindi 



(ly 

dx 



= 0 . 



Adunque, facendo ?(x)=ad una costante c nell’ Art. 29, ab- 
biamo 

dCK \ ( j ) , , , . 

-fi—** » 

Del resto si può ottenere ciò direttamente come segue: sia 

u-c^[x), 

allora n + \u—c^[x + h); 



A« [x + h) — <J* (x) 
Tx~ c h ’ 



fi-**'» 



ondo 
quindi 

Similmente ponendo cf[x)=c nell’ Art. 31, abbiamo 
, g _ cty'(x) 

’Ì'W {+(*)!*’ 

dx 

il che può anche essere trovato indipendentemente. 



34. Abbiamo ora definito il coefficiente differenziale ed ab- 
biamo mostrato come possa trovarsi il coefficiente differen- 
ziale di una funzione composta allorché conosciamo i coeffi- 
cienti differenziali delle funzioni componenti. Prima di pro- 
cedere alle regole per determinare il coefficiente differenziale 
di una qualunque data espressione algebrica, daremo alcune 
illustrazioni geometriche le quali saranno di aiuto nella for- 
mazione del concetto del significato del coefficiente differen- 
ziale e somministreranno alcuni cenni intorno alle applica- 
zioni che possono farsi della dottrina dei limiti. 
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35. Supponiamo data l’equazione y=y(x), si attribuiscano 
alla variabile indipendente x tutt’i possibili valori tra— oo 
e + oc e si notino i valori corrispondenti di y. La Geometria 
ci dà il mezzo di rappresentare distintamente questa succes- 
sione di valori. Possiamo prendere x per un’ascissa misurata 
da un’ origine fissa lungo 
un certo asse, ed y per la 
corrispondente ordinata mi- 
surata lungo un asse per- 
pendicolare al primo. I va- 
lori di y corrispondenti a 
quelli di a 1 nell’ equazione 
y = <f (.t) apparterranno ad 
una curva AMN, la forma 
della quale indicherà la se- 
rie dei valori che stiamo 
considerando. È necessario 
di avere sempre presente 
nella nostra mente non già un valore particolare di x ed il . 
valore corrispondente di y, ma l’ intera serie dei valori cor- 
rispondenti di queste due variabili. 




36. Tra le proprietà della funzione tp (&) , o della linea che 
la rappresenta, la più rimarchevole, quella in fatti che forma 
F oggetto del calcolo differenziale e che occorre continuamente 
di considerare in tutte le applicazioni di questo calcolo, è il 
grado di rapidità col quale la funzione varia quando la va- 
riabile incomincia a variare da un valore assegnato qualun- 
que. Il grado di rapidità dell’accrescimento della funziono 
quando la variabile aumenta può differire non solamente nelle 
diverse funzioni ma anche nella stessa funzione secondo il 
valore attribuito alla variabile dal quale si suppone incomin- 
ciare l’aumento. Supponiamo cho si dia ad a? un valore par- 
ticolare dinotato da OP , al quale corrisponde un determinato 
valore di y o tp (a - ) rappresentato da MP. Cresca x, a partire 
dal valore assegnato, di una quantità che dinotiamo con Air, 
ed è rappresentata da PQ. La funzione y varierà in conse- 
guenza di una certa quantità che dinotiamo con Ai/, sicché 

y + \y=<f(x+\x), 

onde Ay = :p (.r -f Aj - ) — tp (.r). 
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TANGENTE DI UNA CURVA. 



Il nuovo valore dell’ordinata ò rappresentato nella figura 
da NQ, ed NR rappresenta Ay. La frazione ^ rappresen- 



ta il rapporto dell’ accrescimento della funzione all’accresci- 
mento della variabile, ed è eguale alla tangente trigonome- 
trica dell’angolo NMR formato dalla tangente MN con l’asso 
delle x. 



37. È chiaro che questa frazione è una naturale misura 
del grado di rapidità col quale cresce la funzione y allorché 
la variabile indipendente x aumenta; poiché quanto più grande 
è tale frazione, tanto maggiore sarà l’ accrescimento della fun- 
zione y corrispondente al dato aumento Ax della variabile. 

Ma è importante l’osservare che il valore di dipenderà 



non solamente dal valore dato ad x , ma ancora dalla gran- 
dezza dell’ incremento Ax, eccettuato il caso in cui la curva 
diviene una linea retta. 



Se dunque noi lasciamo questo incremento arbitrario, sarà 

A?/ 

impossibile assegnare alla frazione — alcun valore definito, 

aX 

ed è quindi necessario di adottare qualche convenzione che 
valga a rimuovere questa incertezza. 



38. Supponiamo che dopo di aver dato a Ax un certo va- 
lore, al quale corrisponderà un certo valore per A y ed una 
certa direzione per la segante MN, si faccia diminuire gra- 
datamente il valore di Ax sino a che diventi zero. Il valore 
di Ay diminuirà anche gradatamente e diverrà finalmente 
zero. Il punto N si muovcrà lungo la curva verso M, e tro- 
veremo in ogni esempio che si consideri, che la retta MN si 
avvicinerà verso una posizione limite MT. Ciò è in effetti 
equivalente all’asserzione contenuta nell’ Art. 24, che esami- 
nando ogni caso dettagliatamente potremmo mostrare come 
ogni funzione abbia un coefficiente differenziale. La posizione 
limito della segante quando N coincide con M si dice la 

tangente della curva nel punto M, e così ^ è la tangente tri- 
gonometrica dell’ inclinazione della retta tangente della curva 
all’asse delle x. 
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39. Il limite della frazione quando Aj diminuisce in- 
do. 

definitamente, si può considerare come una misura precisa 
della rapidità con la quale la funzione cresce allorché la va- 
riabile indipendente aumenta, poiché non vi rimano più nulla 

du 

di arbitrario nell’ espressione. Il limite ~ non dipende dal va- 

Qj'Jj 



lore assegnato a Ix né dalla forma della curva ad una di- 
stanza finita dal punto di cui le coordinate sono x ed y; osso 
dipendo solamente dalla direzione della curva in questo punto, 
vaio a dire, dall’ inclinazione della retta tangente all’asse 
dello x. 



40. Qome un- esempio di ciò che precede, determineremo 
il coefficiente differenziale di e ne daremo la sua 

applicazione geometrica. 

Sia y= v '(« 2 — a; 1 ), 
allora y + Ay = 'J\a 2 ~{x + h) i J; 
onde Ay= j («* — (# + h ) 2 j — 



x t — {x+h) 1 

~ j\a 2 -{x+h) 2 \ + j{a t ~x l Y 
-(fccA + A 1 ) 

»+*)*! + 



quindi 



Ay_ 2 x + li 

lx~ ^[à ì ~[x-\-h) 2 \ + ^(a^—x 2 )' 



Il limite di questa espressione allorché h diviene infinita- 
mente piccolo è 

x 






adunque 



dy __ x 
dx~ •*/{«?— x*)' 



Si vedrà che nell’esempio precedente abbiamo adoperato 
un artificio algebrico, cioè di moltiplicare il numeratore ed 
il denominatore di una frazione per \/ j« 2 — (x+A) i j + *J(a 2 -x 2 ), 
Ai/ 

allo scopo di ottenere ^ in una forma di cui si possa con 



1 . 



3 



Digitized by Google 




26 



TANGENTE AD UN CERCHIO. 



facilità vedere il limite. Nel trattare un esempio qualunque 
senza l’ aiuto di regole generali , troveremmo sovente dipen- 
dere la nostra riuscita dalla nostra speditezza nell’ effettuare 
simili trasformazioni; ma nei due prossimi capitoli si spieghe- 
ranno metodi per far dipendere la ricerca di un coefficiente 
differenziale qualunque dalla conoscenza di quelli di poche 
funzioni fondamentali. 



41. Dalla geometria analitica conosciamo che l’equazione 
y = % ![a- — x 2 ) rappresenta un cerchio, ed è altresì conosciuto 
per i principii su questo soggetto che la tangente nel punto 
(x,y) di un cerchio è inclinata all’asse delle x sotto un an- 

cc 

golo di cui la tangente trigonometrica è Inol- 

^ | Q/ X j 

tre nel caso del cerchio la retta che abbiamo definita come 
la tangente è la stessa retta che soddisfa alla condizione di 
« toccare il cerchio » data in Euclide , Libro III. 



42. Nei capitoli sulle applicazioni geometriche del calcolo 
differenziale ricorreremo al soggetto delle tangenti. Abbiamo 
dato qui l’esempio precedente affinchè lo studente possa dal 
bel principio acquistare la convinzione che importanti usi 
si possono fare del coefficiente differenziale. 



43. La seguente è un’altra applicazione geometrica. L’area 
OAMP, (si vegga la fig. all’ Art. 35), deve essere una qualche 
funzione di x, poiché essa è una quantità definita allorché 
si assegna un valore definito ad a, e varia quando x varia. 
Si dinoti questa funzione con «, e PQ con Ax; allora 



« + Ab = area OAXQ, 
onde A u — area MNQ P; 

quindi A u giace tra MP. PQ ed KQ . PQ, 
cioè, tra yAx ed (y+ Ay) Ax; 

onde ^ giace tra y ed y + Aj/. 

Quindi, diminuendo Ax, e per conseguenza Ay, senza li- 
mite, abbiamo 

* du 

<Tr = ' J - 
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CAPITOLO III. 

COEFFICIENTI DIFFERENZIALI DELLE FUNZIONI SEMPLICI. 

44. Coefficiente differenziale di x n in cui n è un intero po- 
sitivo. 

Sia y—af 1 , onde 

y+iy-(x+h) H , 

\y = (x + h) n — x?, 

= n tf-' h + ■**- , * t + •..+*"; 

quindi ^ • x ,l ~*k + . . . + A"' 1 . 

\x 1.2 



Diminuisca h senza limite, e si avrà 

d / = nx n -*. 
dx 



45. Lo stesso risultato può anche ottenersi per mezzo 
dell’ Art. 30. Infatti sia 

u = y].y t ...y n , 

in cui le n quantità y, , y 2 , . . . y n , sono tutte funzioni di x\ 
abbiamo allora 

**»_ Lèi* + L *y± , , _L 

udx y y dx y t dx r y n dx 



Se ora y t = x , si ha 



quindi 



Ay, = Aar, 

Ayi_i 

\x ’ 

dy t _. 
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Si pongano adunque y„ y r . . . y,,, tutte eguali ad x", con ciò 
u diviene ed otteniamo 

1 du n 
udx x' 

quindi 

46. Se il non è un intero positivo, ammettendo la verità 
della serie binomiale per gli esponenti frazionari possiamo 

procedere come nell’ Art. 44 per determinare . Ma in que- 
sto caso dovremo richiedere'di ammettere che « se si ha una 
serie di un numero infinito di termini e ciascun termine di- 
viene ultimamente indefinitamente piccolo, la sommadei ter- 
mini diviene ancora tale ». Per evitare di ammettere ciò 
adottiamo un altro modo. 



47. Coefficiente differenziate di x n , essendo n qualunque. 
Sia y = s", onde 



quindi 



y + Xy - ( x+A ) n , 

Ay _ [x+h) n —x n 

Xx A 




Ora qualunque sia il valore di n, positivo o negativo, in- 
tero o frazionario, si può suppore =?- — -, in cui p, q, r, sono 
interi positivi* 



Sia 



x + h 
x 



■ = z. 



onde 



h —x (z- 1), 



e ! ^1 

6 lx~ X 7=1' 

A misura che A diminuisce indefinitamente z si avvicina al 
limite 1 , e dobbiamo trovare in queste caso il limite di 



z n -l 
z — l ‘ 
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t 

Si supponga v — z , allora 
Er'i 

Z n — 1 Z r - 1 
0 



v r -l 






2- 1 2-1 

pP_l_(„7_l) 

®»(T^-'+® r -* + ...+ l) 

L’ultimo risultato si è ottenuto dividendo il numeratore 
ed il denominatore della frazione precedente per v — 1. Si av- 
vicini ora v al limite 1 , allora il limite dell’ ultima frazione 6 

p-q 



quiudi 



~ = - — - x n ~* - 
dx r 



*48. Coefficiente differenziale di x n con un altro metodo. 

Sia i / = #”, onde 

y + ±y = [x + h) n , 
ly ( x + h) H — x n 



quindi 



Ix ' 



h 



=?{( 1 + ì)‘- 1 |- 



Si ponga - ~z ed (1 + 2 )"— 1 = ®, allora z o v sono quau- 

CD 

tità che diminuiscono indefinitamente con A. Con ciò 

àx Z 

Dalle supposizioni precedenti 

(1 + z) n — 1 + r , 

onde log c (1 f r) log c ( 1 + z). 
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Dall’ Art. 19 le espressioni 

log, (1 + z) n log, (1 + ») 

■ U ' 

z • V 

tendono entrambe al limite l’unità. Quindi possiamo sup- 
porre 

log e (l+t>) 

l0S.(l+ g ) = 
z 

in cui ciascuna delle quantità ? e 3 lia zero per suo limite. 
Laonde 

e _ 1 + 5 log,, (1 + r ) 
z~ l+i-'log^l + z) 

= n per le formolo precedenti ; 



adunque il limite di - è », e 
z 

ax 



49. Coefficiente diffierenziàle di <f . *«« tu^je 



/>' So 



Sia y = a x , onde 



quindi 



y + Ay = a r ^ h = a T a h , 
= a* 



Ay_ / ,x« A - 1 



Xx ~ “ h 
Ora, per l’Àrt. 20, il limite di 

a h - 1 
h ’ 

quando h diminuisce indefinitamente ò log e «; adunquo 

È = °*'°g,a- 

Sia in seguito y = a nx ; allora 

v = («Ti 
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onde per la regola testò dimostrata 

1 - 8 . «' 

a r r c log e a 



Quinci se y = e rx , 



e se 



dy 

dx 

y 

dij 



ce 






dx 






50. Coefficiente differenziale di log a .r. 

Sia y = log a .T, onde 

y + Ay = log 0 (x + A), 

quindi Ay = lo g a (x + h ) — log,,* 

x + h 



e*' -Cujo Ji J. 



=1og. 



X ' 
X + Il 



laonde 



»» l08 “ « 

Ax 



h 



Si ponga h—xz, onde 



Ay _ 1 log„ (1 + z) 

Ax x z 

Per l’Art. 19 il limite di ° - quando z diminuisce 

indefinitamente è log a e , quindi 
dy 1 , 
di~x l ° Sae 

1 1 



Quindi se y = log e :r 



X log e df 



dy_ 1 
dx x ' 
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SENO. COSENO. TANGENTE. 



51. Coefficiente differenziale di Ben x. 
Sia y = senx, onde 

y + Ai/ = sen (x + h ) , 
quindi \y = sen (x + h) — sen x , 



quindi 




Ora quando h diminuisce indefinitamente, il limite di 
è l’unità per l’Art. 9, dunque 




% 



dy 

-- = COS X. 

d.c 



/ 



52. Coefficiente differenziale di cos x. 

Sia y = cosx, onde 

y + Ay = cos [x + h) , lv? y - fa (fi 

quindi Ay = cos [x + h) - cos x i 

= — 2 sen 



quindi 

quindi 



sen g, 



Ay 

A.r 



= — sen 



( x 4) 

( 

v ^2/ h ’ 



hi 



dy 

-f- — — sen x. v 
dx * 



53. Coefficiente differenziale di tan x. 
Sia y = tan x, onde 

y + Ay = tan (x + h), 
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quindi 



Ai / — tan (x + A) — tan r. 




eon ( x + A) een x 
cos (x + A ) cos x 

8cn (x + h — x) _ Ben li 
cos (x + li) cos x cos (x + A) cos x * 



quindi 

quindi 



ly sen A 1 

Ax A cos (x + A) cos x ’ 

dy = 1 

dx cos*x ' 



54. Coefficiente differenziale di cot.r. 

Procedendo come nell’ultimo esempio, si trova che so 

y = cot x , 

dy 1_ 

dx sen*x ' * 

55. Coefficiente differenziale di seex. 



Sia y=socx, onde 
y +Ay = scc (x + A) 

Jiy = sec (x + A) — sec x 

1 1 eoe x — cos (x + h) 

cos(x + A) cosx cosxcos(x + A) 



2 sen 



/ A\ A 

H) “a 



cos x cos (x -f- A) ’ 



A '/ 



sen 



H) 



sen 



quindi . , 

Ax cos x cos (x -f A) A 



quindi 

1 . 



rfy sen x 



rfx cos 2 x 
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5 G. Coefficiente differenziale di cosce x. 



Sia ;/ = coscc x; si proceda come nell’ ultimo esempio, e si 
troverà 

d\j cos x 
dx ~ sen 2 x * 

57. Poiché tana;, cot a*, seex, e cosce x sono tutte forme 
frazionarie, noi possiamo dedurre il coefficiente differenziale 
di ciascuna di queste funzioni per mezzo dell’ Art. 31 da 
quelli di sena; e cosa:. Così, sia 



y=:tanx- 



son x 
cos x’ 



§ 



quindi 



d scn x d cos x 

cos x — ; sen x — 3 — 

dij dx dx 

dx cos*x 

cos ! x + scn’.r 



, Art, 31 , »■ 



cos-x 



, Art. 51 e 52, 



1 

— cos 2 x' 

Similmente possiamo procedere per eotx, seex c cosecx. 

Poiché versx = l — cosx, il coefficiente differenziale di vers.x, 
per gli Art. 27 e 33 i 

= — il coefficiente differenzialo di cos x 

= sen x. 
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CAPITOLO IV. 

COEFFICIENTI DIFFERENZIALI DELLE FUNZIONI TRIGONOME- 
TRICHE INVERSE E DELLE FUNZIONI COMPLESSE. 



58. Sia y — y(r), siccliò y è una nota funziono di x; seguo 
da oiò cho x devo essere una qualche funziono di y, benché 
possiamo non essere al caso di esprimere questa funzione 
in una forma semplice. Il miglior modo pel lettore di con- 
vincersi di ciò sarà di ricorrere alla geometria analitica e 
di supporre che x ed y siano le coordinato di un punto di 
una curva che ha por equazione y — 9 (x). Per ogni valore 
di x vi saranno generalmente uno 0 più valori di y, posi- 
tivi o negativi, secondo la circostanza. Del pari per ogni 
valore di y vi saranno generalmente uno 0 più definiti va- 
lori di x, i quali, siccome essi realmente esistono, possono 
divenire il soggetto delle nostro investigazioni, anche seb- 
bene il nostro attuale potere di espressioni matematiche non 
ci fornisca alcun modo semplice di rappresentarli. 

59, Un esempio semplice sarà dato dall’equazione 



y=x l — 2 x + l (I), 

Si risolva questa equazione rispetto ad x, c si avrà 

x=l±y* ( 2 ). 

Qui (2) mostra cho so un valore qualunque si assegna ad 
y avremo por x uno tra due definiti valori. 

Ora in (I), x essendo la variabile indipendente ed y la 
variabile dipendente, abbiamo per gli Art, 28, 33, e 44, 

^=2x-2 (31. 

dx ' ' 

Nell’ equazione ( 2 ) possiamo trattare y come la variabile in- 
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dipendente ed x come la variabile dipendente, c troviamo, 
per l’Art. 47, 

| !*'• 



Da (2) 



£c-l = ±y*, 



onde r = 4 y *• 

x — 1 

Quindi, ,la (4), ^ = ,5) ' 

Paragonando (5) con (3), vediamo che 
dii dx , 

<S X Sy 1 

Il teorema ottenuto in questo semplice caso dimostreremo ora 
di esser vero in generale. 



60. Dimostrare che ~ x -r = 1> 
dx ay 

Sia y — ? (x) (I) , 

poiché da ciò segue che a; deve essere una qualohe funzione 
di y, si supponga 

* = 4*(tf) (2). 

Si muti in (1) x in x + Ax, in conseguenza di che y divie- 
ne y 4- Ay, onde 

y + Ay = 9 (x + Ax) (3). 

Ora in (2) può accadere che x abbia più di un valore per ogni 
valore assegnato ad y, ma se il valore di y in (2) è lo stesso 
che in (1), allora tra i valori che a; può avere, imo deve es- 
sere il valore che abbiamo supposto assegnato ad x in (1). 
Quindi possiamo supporre x ed y in (2) di avere gli stessi 
valori elio i medesimi simboli hanno rispettivamente in(l). 
Nell’equazione (2) si muti y in y + A?/, in cui y ha lo stesso 
valore che in (1) e (3), e Ay lo stesso valore che in (3). Al- 
lora tra i valori di cui la variabile dipendente è suscettibile 
in (2), uno deve essere x-f Ax, i simboli avendo gli stessi 
valori che in (3). 
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DI UNA FUNZIONE INVERSA. 
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w- 



x + Ax = $ (y + Ai/) 



Ay _ 9 (x 4- Ax) — 9 ( x ) 
Ax ~~ Ax 



Ax . |(y + Ay) - 4) (y) 

Ay Ay u ' 

In (5) e (6) gli stessi simboli hanno gli stessi valori, e poi- 
ché in questo caso abbiamo 

Ax Ay 

9 (x + Ax) - 9 (x) w <|> (y + Ay) — ^ (y) , 

X Ay - 1 * 

Ora si diminuiscano Ax e Ay senza limito, cd avremo 
9’(x)xf(!/) = l; 
o, corno può scriversi, 

du dx 
r X j = 1. 

«x dy 



Gl. La dimostrazione data nell’ultimo articolo può sem- 
brare laboriosa. Nel rivederla, lo studente si accorgerà clic 
ciò proviene dalla necessità di dimostrare che gli x, y, Ax, 
e Ay, che si trovano in (5) , hanno gli stessi valori numerici 
delle quantità dinotate con gli stessi simboli rispettivamente 
in (6). Questo punto ò sovente ammesso, e si considera suf- 

\v Ax 

ficiento il dire « poiché -pX:-=l sempre, abbiamo, pas- 

Ax Ay 

sando al limite, J|x ^ = 1 , » ma sembrerebbe necessario 
almeno d’indicare ciò che si ammetto. 



62. Si supponga 2 = 9 (x), 

y = $(*)» 

sicché y è una funziono di z, e z una funzione di x. No se- 
guo che se sostituiamo per z il suo valore in ^ (z), si ren- 
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dora y una funzione esplicita di .r, e per conseguenza ij deve 
avere un coefficiente differenzialo rispetto ad x. l’cr esempio, 
se Z-. r*, cil y -- z* , abbiamo con la sostituzione y—.i*. Ora 
questa è una funziono di x di cui conosciamo il coefficiente 

differenziale, per l’Art. 44. Onde f - = 6x 5 . Ma so z = cos x 

dx 

ed y~a z , troviamo y = a cmx , una funzione di x clic non 
abbiamo ancora veduto come differenziare. Quindi la neces- 
sità c l’uso della regola dimostrata nel prossimo articolo. 



63. Coefficiente diffierenziale di una funzione di funzione. 



Sia z = o(x) (1), 

y =i (*) -*( 2 ). 



sicché y è una funzione di x; si cerca il coefficiente diffe- 
renziale di y rispetto ad x. 

Si muti x in x + lx, in Conseguenza di che z diviene 
z + Az, e si supponga in conseguenza di questo cambiamento 
in z , che y divenga y-f Ay; con ciò 



z + Az = ? (x + \x) (3), 

y + Ay = t}/ [z + Az) (4). 



Supponiamo ora che ponendo per z il suo valore in (2), si 
ottenga 

y = F (x)..., (5), 



in cui F{x) dinoti una qualche funzione di x. Dal modo, 
nel quale l’ equazione (5) ò ottenuta segue che possiamo sup- 
porre x ed y di avere rispettivamente gli stessi valori in (5) 
che in (1) e (2), ed anche che 

y + Ay =; F [x + Aar) (6), 

in cui \x e A y sono le stesse quantità che si trovano già 
in (3) e (4'. 

Da queste equazioni si deduco 



A y F[x -I- Aa?) — F[x) 

\x \x 



da (5) c (6), 



Ay ^ [z -f Az) - (z) 

Az Az 

Az tf [x t- \x) - tf ( x } 
Aj7 Aj; 



da (2) e (4), 
da (1) c (3), 



* 
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in cui gli stossi simboli dinotano da por tutto lo stesse quan- 
tità. Quindi , poiché 

— 

Xx X z A A®’ 

abbiamo 

F(x+Xx) — F(x) _ ^ [z Az) — (j*(g) . o[x+X x) - ? (x) 

Xx ~~ Xz A Xx 
Diminuiscano ora Xx, A z, e Xy, senza limite, ed abbiamo 
F'(x) = 'Y(z) <?'(*); 
o, come si può scrivere, 

dy _ dy dz 
dx~ dz dx' 

Adunque il coefficiente differenziale di y rispetto ad arò eguale 
al prodotto del coefficiente differenziale di y rispetto a z, e 
del coefficiente differenziale di z rispetto ad x. 



64. Possiamo fare sulla dimostrazione in questo ultimo 



articolo un’osservazione simile a quella nell’ Art. 61. Spesso 

\y A 7/ 

si considera sufficiente il dire che « -ff- = X -r- per le 

Xx A z Xx 1 



proprietà delle frazioni, e quindi, prendendo il limite, 
dy dy dz 
dx ~ dz dx' 



65. Coefficiente differenziale di sen 
Sia y = scn~’ar, onde 



sen y-x, 

^- — cosy, Art. 51, 
dy 



dy 



1 



-, Art. 60. 



quindi 

quindi , — - 5 

1 dx cos y 

Poiché seny— x, cos */ = Hh V (1 — ■ a? *) > >1 segno da prendere di- 
penderà naturalmente dal valore di y; possiamo adunque 
porre 

dy_ 1 
dx \/(l — x*y 

ricordandosi di dare il segno negativo al radicale se cos y 
è negativo*. *■ 
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66. Coefficiente differenziale dì cos -, x. 

Sia y — eoa - * x , onde 

quindi 
quindi 



dx 
dy 
dy _ 
de 



con y = x, 

= — sen y, Art. 52, 

1 



sen y 



, Art. 60, 



1 



~ vìi-**)' 

(Si vegga l’articolo precedente). 

67. Coefficiente differenziale di tun -, x e cot -, x. 
Sia j/^tan - ’ x, onde 

x = tan y, 
dx 1 



quindi 

quindi 



Similmente, se 



— _ — — , Art. 53, 
dy cos* y 

d~ — eoa* y. Art. 60. 
dx 

1 

1 + tan* y 

1 

1 + x*' 
t/ = cot -1 x, 
dy 1 



dx i+x 1 ' 

68. Coefficiente differenziale di sec” 1 x e cosce -1 x. 
Sia y=Bcc~'.T, onde 



x = sec y, 



quindi 

quindi 



dx sen y . . 
dy cos 2 y 

* 1 = 0 * 1 , An . 00 . 

de sen y 
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„ j 1 V(®*- 1) • 

Ma sec x—y, onde cos i/ = - , e seny = -— ^ — -, si vegga, 

l’Art. 65, con ciò 



x 



similmente, se 



dy _ 1 . 

dx Xyj[x t —\) ì 
y = cosec - »x, 



1 



dy _ 

dx~~ x { a; 2 — 1) ' 



69. Nel modo esposto negli articoli precedenti i coefficienti 
differenziali delle funzioni trigonometriche inverse sono or- 
dinariamente determinati. Essi però possono essere trovati 
senza usare l’Art. 60. 

Per esempio, si supponga 

y = tan - * x, 

onde y + Ay = tan - * (x + A), 
quindi Ay = tan -1 ( x + A) — tan -1 x 

= tan - ’ - — — j -, per la Trigonometria, 

1 x (x -t- fi) 

h 



quindi 



Ai/ 1 

— = t tan 1 = r- 

Ax h 1 + x (x + h) 



1 



tan 



-i 



h 



1 + x {x + h) 



1 + x* + xh 



h 



1 + X (x + h) 

Diminuisca ora h senza limite, sarà 
tan"» h 

limite di 1 -r x (x + h) _ ^ £1, 



onde 



1. 



1 + x (x h) 

dy = 1 

dx 1 + x 1 ' 
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70. Iu secondo luogo, si supponga y = scn ’x, 

onde y + Ay = Ben - * [x + A) , 
quindi Ay = sen -1 [x + A) — sen 1 x 

= sen -1 [ (x + A) \J (1 — x 2 ) — x V 1 1 — (® + A) 2 } 1» 

per la Trigonometria, 

, Ay sen -1 [ [x + A) (1 — x 2 ) — x \l 1 1 — [x + A) 2 j ]_ 

«» ind ‘ G= h 

si ponga [x + A) V (1 —ac*) -x V { 1 - (* + ■ A)* 1 = * P<* brevità, 
Ay _ sen _, 2 _ sen -1 ^ z „ 

Ax — A z A 

z [x + A) \/ (1 - x*) - x V j 1 - [x + Ai* i 
0ra l=— A 

(x + A)* (1 -x 1 ) - x* | 1 - (x + A)*J 

“*[(» + A) V(i-«*) + ® VU-l^ + A) 1 ! J 

2x + A 

= (x + A) V(i -**) + * V l 1 — (« + *)* i 5 

^ iZ? 1 

sicché il limito di v quando A = 0, è 0 \i ( l- x *y 



allora 



ed il limite di 



è 1, Art. 21; adunque 



dy 



1 



dx~ *J [l — x 2 )’ 

71. Coefficiente differenziale di vera -1 x. 
Sia y=vers _, x, onde 



quindi 

(Lx 

quindi — sen y , 
quindi -£ = 



vers y = x, 
1 — cos y = x, 



1 



<Zx “ sen y J (1 — cos 2 y) j 1 — (1 — x) 2 j 

1 

“ V (2x - x 2 ) ' 
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72. Coefficiente differenziale di z v . 



Sia y=s v , iu cui v e z sono entrambo funzioni di x. 

Si prendano i logaritmi dei due membri dell’ equazione , 
allora 



log, y = z log, 3. 

Ora poiché queste due funzioni di x sono sempro eguali, 
i loro coefficienti differenziali rispetto ad x saranno ancora 
eguali. 

£!o & y = t\j.y A 
dx dy dx 

= Art. 50. 
y dx 

Inoltre il coefficiente differenziale di v log„z 



dv 

dx 



log e 2 



d log, z 
dx 



quindi 



dv t dz . „ 

= di he -’ + zii’ krt 63i 
1 dy dv , v dz 

y dx ~ dx 0 ^ e ‘ , ^ z dx' 



dy 

dx 



,, (dv , ' v dz\ 

=* -J- 



73. Se paragoniamo gli Art. 29-31 con l’ Art. 72 possiamo 
ricavare una regola generale per il coefficiente differenziale 
di una funzione composta. Si differenza ordinatamente cia- 
scuna funzione componente, trattando tutte le altre come se 
fossero costanti; indi si aggiungano i risultati cosi ottenuti. 

Giova richiamare l’ attenzione dello studente esplicitamente 
sopra tre casi differenti che i principianti sono atti a con- 
fondere. 



(1) Se y—z a in 
stante, allora per 



(2) So y=a l in 
stante, allora per 



cui z b una funzione di a; ed « è una co- 
gli Art. 47 e 63 



d A^ a ~ a -'-. 

dx " dx 



cui z b una funzione di x ed a è una co- 
gli Art. 49 e 63 



d>J . , 



dz 

dx' 
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(3) Se ij = z v in cui z e v sono entrambe funzioni di x , 
allora per l’ Art. 72 



dy v ( dv . v dz\ 

U Iog *‘ + ì5> 



74. Coefficiente diffe-renziale di x n . Terzo metodo, si veg- 
gano gli Art. 47 e 48. 

Il coefficiente differenziale di x n è alle volto trovato nel 
seguente modo: 

In primo luogo si dimostri come negli Art. 44 e 45 che se n 
è un intero positivo, il coefficiente differenziale di od 1 è nx n ~*. 

Se poi n è frazionario e positivo, si supponga in cui 

e q sono interi positivi. 

p 

Sia y = x n — x' 1 , 

onde y q = oP. 

Quindi prendendo i coefficienti differenziali dei due lati 

' ‘ dy m 1 * -1 © aP~* 

onde 

** 9 






- P J-* 



— ~ofl — nx* '. 

? 

La regola è cosi stabilita finché n ò positivo. So n è ne- 
gativo si supponga = — m , sicché m è positivo. 

Sia y—x~ ,n , onde 

1 



quindi 1 = yx m . 

Si differenziino i due lati, e si avrà 

ù=x m ^+ymx m - t , Art. 29 e 33, 

onde = — — = — 

dx x 



Quindi la regola per differenziare x 11 è stabilita in generale. 
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75. Daremo ora alcuni esempi delle regole precedenti per 
trovare coefficienti differenziali. 

(1) Sia y=scn ax. 

Si ponga ax=z; onde y=senz, 

dy dy dz 



Ma 



dx dz dx ’ ^' r *‘ 

= cos z , Art. 51, 
dz 



dunque 



~ = a, Art. 33, 

ClJC 

dy 

■f- = a cos z = a cos ax. 
dx 



(2) Sia y= sen (Ioga?). 

Con Ioga: senza specificare alcuna base, intendiamo log e a\ 



Si ponga 
onde 



Ma 



dunque 

(3) y= log (sena;). 
Si ponga 
onde 



Ioga; = z, 
y = sen z , 

* = £* Art. 63. 
dx dz dx 

3 ~ = cos z, Art. 51, 

az 

^ Art. 50, 
dx x 

dy _ cos z _ cos (log x) 
dx~ x ~ x 



sen x — z , 
y = log z , 

Art. 63, 

dx dz dx 

1 cosa: 

= - cos x = 

z sena? 



= cota;. 
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... . a + bx 

( 4 ) » = 1 °e^E- 

Si ponga 



a + bx 
a — bx 



-z, 



, dz bla — bx\ + b [a + bx) . . 

onde y- = — 7— — * , Art. di , 

a# (« — Ar ) 2 



2«5 



quindi 



{a-bx f' 
dij 1 2 ab 



2 ab 



onde 



dx z (a — bx)* ~ a ì — b ì x ì ' 

Questo esempio può essere anello risoluto ponendo 
y = log [a + bx) — log ( a — bx) , 

2ab 



(5) y=cos 1 
Si ponga 



dy _ b b _ 

dx — a + bx + a — bx ~ a 1 — i 2 # 2 

4 — 3x 2 






x* 



onde 



Ora 



4-3z 2 

y = cos - * z , 

dy _ dy dz 
dx~ dz dx' 

Iz = ~ V(l-s 2 )’ Art ' 66, 



1 



—a;® 



(2z — Gx* — 3x 2 (4 - 3x’ 2 ) 






x w 



V(x a -9x*+24x*-16)’ 
, Art. 31, 



3(^-4). 
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quindi 



dy 

dx 



V(®«— 9x*+24x*— 16) 
-3( a s-4) _ 



3 (x* — 4) 



05* 



a; V { (a: 2 — l)(a; 2 — 4)2 j 



05 \][x % — 1)’ 



4_3j;2 

Nel differenziare ^ — facciamo uso della regola per tro- 



05 J 



vare il coefficiente differenziale di una frazione. Ponendo 
l’espressione sotto la forma 



x ' 



o sia, 4j; 3 — 3o5 * , 

abbiamo per il coefficiente differenziale 



— 12x 4 + 3o5 * , Art. 47 , 



o 



3 (x 2 — 4) 

x K 



, come sopra. 



Si può osservare che frequentemente si presentano casi di 
tal fatta nei quali possiamo adottare più di un metodo. Lo 
studente troverà molto utile nel rendersi familiare con le re- 
gole, di ottenere i suoi risultati , se è possibile , con diversi 
metodi. 



«1 \J\ax{x-3a)\ 

[IV ~ V(®~ 4 «) ' 

È spesso conveniente di prendere i logaritmi dei due mem- 
bri di un’ equazione prima di differenziare. Così, dall’equa- 
zione precedente, abbiamo 



log y J log a + log x + log (x — Sa) — log (a: — 4«) j. 



Si prenda il coefficiente differenziale di ciascun membro dell’e- 
quazione, e verrà 

= Li 

y dx 2\x^ x — 3a a; — 4«J 



a; 2 — Sax + 12« 2 
2x (x — 3 a) [x — 4 a) ' 
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(7) y = tan-‘ 



COEFFICIENTI DIFFERENZIALI. 

dy _ sja ■ (x l — 8ax + 12a*) - 
(L'V — — 

2 \ x{x — Sa)\ i {x—Aa) i 
x 



a 



x 



Si ponga - = z , onde y = tan 1 z, 

d 



quindi 



1 



dy_ 

dx 1 + s* dx 

1 1 



(8) Sia y = tan ' 



Si ponga 



a 

S^x—x 3 
a [a? — 3x 2 ) 
3 id* — x s 



, x*« a* 4 -x*' 

*+s 



a(g 2 — 3x*) 

dy dy dz 



—z; ondo y=tan _, z, 



1 dz 



dx dz dx 1 + z* dx' 

^ dz 3 (a 2 — a; 2 ) (a 2 — 3x*)4-6a?(3ja» — x*) ^ gj 

dx ~~ a (a 2 — 3x 2 )* 

3(a t 4-2a 2 a' 2 4-a; t ) 

~ a (a 2 — 3x 2 } 2 

E riducendo troviamo che 

1 a 2 (a 2 -3x 2 ) 2 



Onde 



1 4- ~ 2 ~ (a 2 +x 2 ) 3 
dy 3a 



dx ~~ a 2 4- a; 2 ’ 

Infatti abbiamo dalla Trigonometria 

3g*x— x 3 0 , 
«(a 2 —® 2 ) a 

c quindi il valore di deve essere 

1 tfa a*4-.T 2 
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È chiaro cho ‘altri esempi capaci di verificarsi possono es- 
sero formati a norma di questo esempio. 



(9) y = tair 



,/ er T - cos x \ 
\ 1 4- e r ' scn x ) 



Si ponga 
onde 
quindi 



dy_ 

dx 



1 + <? c son.r 
y = tan _, r, 

1 dz 



1 -|- z l dx‘ 



dz _ (e 3 'cos.r-e T 'sen.x) (1-f^sena;)— e*cosa?(e r cosa:+£ :r sen.T) 
dx (1 + e^seuA’)* 

_ ^(cos# — scn® — e r ) _ 

(1 + e^sena;) 4 ’ 

. 1 _ (1 + ^sen®)* 

1+; 4 1 &onx + e ìr> 

. ,.dy e x feos x — scn x — e r ) 

C|U " ltl '^ = - ì + tU*m>x+S‘ ' 



(10) y = scn®tan , ®<r r log.T. 
dy 

= eos®tan 1 x ar log x -r 
dx 

+ scnxtan -, a;« r log «log® -f 



sen.r« r log.r 

TTtf 

senartan -1 ®® 1- 

x 



. Art. 30. 



70. I coefficienti differenziali delle funzioni semplici sono 
qui riuniti ad oggetto di richiamo. 



y — x . 

?/ = log a x. 

y - a r . 

1. 



= nx" 1 



dy 
dx 

dy _____ 1 

dx x Iog e a ’ 
dy r 
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X 

y — sen - . 
a 


dij _ 1 
dx~ a 


X 

cos - . 
a 


cc 

y = eoa 

a 


dii _ 
dx — 


1 X 

-sen 
a a 


y = tan - . 
a 


dy_ l 
dx a 


.a: 
sec 2 - . 
a 


,x 

y = cot - . 
9 a 


dy 
dx ~~ 


1 „ X 

- cosec* - 
a a 


X 

y — scc - . 
J a 


dy _ 1- 


X 

sen - 
a 


dx a 


• x ’ 
cos 2 - 
a 


X 

y = cosec - . 
9 a 


dy 

dx 


1 cos - 

1 a 

a 4 x’ 

sen 2 - 
a 


-i x 

y = sen 1 - . 
9 . a 


dy 


1 


dx ^[aP^x 1 )’ 


-, x 

y = cos * - . 
J a 


dy 


1 


dx ~~ 




, x 

9 a 


dy _ 


a 


dx a 2 


+ x 2 ’ 


V = cot ’ 

9 a 


dy _ _ 


a 


dx 


a 2 + x 2 ’ 


X 

y — sec 1 - . 
J a 


dy 


a 


dx x sj (x 2 — a 2 ) 


_,x 

y — cosec . 
J a 


dy__ 


. a 


dx 


x \/ [x 2 — a 2 


, x 

y = vers * - . 

a 


dy _ 


1 


dx \! (2ax — .x 2 ) ' 



; 



> 
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1 . y- 

2. y. 

3. y : 

4. y . 

5. y . 

6. y ; 

7 . y 



C V X. 

a-x 

x 

1+x 

1 +x 2 ' 

■ X log X. 

: log cotanx. 
x 

\! (a? — x 1 ) ' 
x 3 



(1-x 2 ) 2 

^(l-x 3 ). 



ESEMPII. 

dy 



dx 2 -Jx' 



dy 

dx 



a 

x 1 



dy 1 — 2x - x 2 
dx 



dy 

dx 

dy 

dx 

dy 

dx 



dy 

dx 

dy 



dx 



( 1 +* 1 )* 

= 1 + logx. 

2 

sen2x' 

a 1 

(a 2 - x 2 ) 2 
3x 2 

(a 2 - x 2 ) 2 
= <j*(l-3x 2 -x 3 ), 



8. y 

9. y = (x — SJc^+ér^-j-x+S. 

| = (2x-5)^+4(x+lK+l. 
10. y = (2x— 5)« 2E -f 4(x+ !)«* + 1. 



dy 



11. y 

12. y 

13. y 



=(0 



dx 

X \nx 

n 
x» 

(l+x)"’ 



’e'+r j; ‘ 



^ = 4^|(x-2)«*+x+2i. 



dy _ m (x 
dx V». 



nx H ~ l 



{ 1 + log 








rfx~ (l+x)^*' 

<£,y _ 4 

rfx ~ (e c + e~ x ) 2 ‘ 
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14. y 

15. y 

16. y 

17. y 

18. y 

19. y 

20. y 

21. y 

22. y 

23. «/ 

24. y 

25. ?/ 

26. i/ 

27. y 



^log [e t + e~ x ) 

i = x 2 [a + x) s (i-x)*. 
dy 



dy é*—e~ x 
dx~ e L + e~ £ 



dx 



= |2 ab- (6a - 5 b) x - 9x l j x [a + x) 1 (6 - x) 3 . 



= (a+x)"*(i+x)'*. 

~ ^ + x ) m ~* + 3? ) n_l {** ($ + x) + » (a + ®)} . 



1 



1 



(a+x)"‘ (5+x)"‘ 
tan 3 x 

— g taux-f x. 

1 



x+V( l-x*)\ . 

= (a 2 + x*) taxi -1 ? . 

=1 'J( a+Ò x + T*)- 

= log j log (a + 5x") | . 

(M> 



— log tan 



= e^') seri x. 

\l(a + x) 
\id+ *J x 

=\/G 3 > 

= s/ldTiff 



7w(Ì+x) + «(«+x) 
(«+x)" , - J \i+x)' w - , ‘ 



= tan l x. 



dy 
dx 

dy 
dx 

dy 

dx - V(1 -s 2 ) jl +2x V(l-x 2 )'|, 

dy _ . x 
— = 2x tan ’ - + a. 

«x « 



— x*) 



1 



ix-f 2c 



2x 2 y’(«X 2 + ÌX + c) ' 
nbx n ~ l 



dy 
dx 

dy 

dx (a + bx M ) log [a + bx") ' 

dy _ _1_ • x 

dx COSA' ' 

— ei a ^* \2{a t x)seux hcosx| v 
a oc 

dy \!a (\Jx—tJa) 

'dx 2 \JxsJ(a+x)(\l a+ V®)** 



1 



dy 

dx yj( 1 — x 2 )(l— x)‘ 
dy — 2x (2 — x-) 

dx (l-x^(l + x 2 ) 2 
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28. y 

29. y 



e v — 1 ' 

- è c ( g ~^) g * + # + 2 



dy e x [\-x)-\ 
dx~ (**-!)* ' 



(e*-!) 3 



dy 

dx 



\ = “ -prryji {(*- 3 ) e 2c +±xe x +x+ 3 |. 



30. 


y- 


31. 


y- 


32. 


y- 


33. 


y = 



loo- V ( 1 + x) + V ( 1— a ) dy 1 

e <J(l+x) — <](1- o?)‘ dx xj(l-x 2 )‘ 

= I X+ V(1 -**) I*. % = » t*+ va-®*) I*-' 



= 1 . 



« 



=*r- 



|i+va 

Tiw) lr+ 7 (f^) 





dx x<J( 1 —a: 1 ) * 



ny 



x 



U. ijz= 



ay _ ( 
<& l 

4 

a ^(o*-a^>. 



35 | n 1 + « v '(l —re 1 ) 



n-va-^)f 



35. y — tan a x . 

36. y 



dy 

dx 

dy 

dx 



xy 



-, lo g e a. 



[a 2 - x 2 ) 2 

-lo g e a.a?. 



sec 2 a* 



=iogiva^') + V(i-*-)|.|=i{i-^(. 



37. y = (2a*+^)V(a4^). 



_ 4fl 2 + 3x 2 
dx 



4 ^/x v '(a‘-+a:*) 



38. i/ = x + log- cos 

39. y 



e-> 



V (1 + X 2 ) + ^/(l — X 5 ) 

y/(l+^)-V(I-X*)- 



dy 2 

<2x — 1 + tan x * 

_^ = „1 ji 

rfx x 3 \ ^ 



sj( 1 



L 
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40. y = x sen~* x. 

41. y=z tanxtàn _, x. 

42. y = sen nx (scn x) n - 



dy x 

j- = sen *x + - 77 = — 
dx J ( 1 -a; 2 ) 

dy , . tana: 

~r = sec 2 x tan 'x + , — . . 
dx lfx* 

dy 

-^ = »(senx )' 1 1 sen(» + l)j;. 



43 „ _ ( se D nx ) m 

■ ' J (cos mar)** 
44. y — e~ U L ~ cos rx. 



dy i>m(sennx) m ’cos (mx-nx) 
dx (cos j»x)“ + * 

dy 2 t 

-j- — — « “ x \2a\v cos rx + r scn rx). 



45. 



x — sen 1 x 
(scn x ) 3 



dy 

dx 



40. f/ — log 1 ' 



sen x | 1 - 


_ 1 1 


1 

« 

>* 




(sonx) 


oc' 

a + h tan^. 


{ dy _ 


i 21 


x\ 

a — o tan g 


j* dx 



«5 

a*cos* | — è 1 sen* . 



47. y = xf. 

48. y = ar'. 

49. y = af en ~ lj \ 

50. y~e tX . 



|| = af ( 1 +logx). 

dy _ x? ( 1 — Ioga;) 
<£x a ; 2 

dx~ 1 x 



tfx 



logx I 

V(l-x*)Ì‘ 



51. y-e **. 

52. y—x^ C . 



^ = «*V(l+loga?). 

d £ = y*? j| + logx + (Ioga ;) 2 j. 



Digitized by Google 




ESEMPII. 



53. y 

54. y 

55. y 

56. y 

57. y 

58. y 

59. y 

60. y 

61. y 

62. y 

63. y 

64. y 

65. y 

66. y 



= 3? 



— tan 



-i 



2j- 



1+x* 

*+l 
1 V'2 ’ 

: tan V (1 ~ #)• 



; sen 



d y _ 1 +a- lo{?.r 

_ — il o — * 

dx > . x 

dy _ 2(1 -x*) 
dx l + 6j*-h»*' 

dy 1 



dx V(l~2 x-x*)' 

dy _ — j sec ^/(l — x) j 2 
dx~ 2 v /(l-j-] 



— tan" 


-, * 


- dy 


1 






V(l-* 2 )' 


dx 


V(1 —x* 


V 


= tan' 


[n tan x). 


dy 


n 




dx 


cos 2 x + «* sen*x 


— sfìC*" 


a 




dy 


1 




^{a^—x 1 )' 




dx ~~ 


V(«*— a 1 )’ 


= (.r + a) tan -1 d~ - 

* G* 


- \/(ax). 


8*l£ 

ii 


tan-' yfi. 


= tan' 






dy _ 


2ax- 


a \x+a/ 


dx ” 


x* — a* ’ 


= sen' 


"* ^ (sen xj. 


/ 


dy 

dx ~ 


■j \/(l -r COSeC X). 


— 


2x 




dy 


2 




1 —a* ’ 




dx 


1 + a:** 


= sen" 


■i ax dy 




a { b - cx ì 


1 



: y/(l — x l ) sen *x—x. 
XBen~*x 



dy xsen l x 
dx~ ^[1-x*)' 



u,ovu -» , ,,, „ <?!/ sen l x 

VlT^i+l o s ' , ( 1 -"* ) ' £=--?• 

(1 — a? 2 ) 2 

67. »/ = tan - *' { x+ \/(l -a?*) !. ffi r.. 3 : 

*' I VI * I i 9. 1 _ il 



' da’ 2 \/(l -ir*) j 1 hX x /(ì~J 
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__ a- tana 

68. y = sen 1 — — 3 r 

•' . fi srZ /rS 



COEFFICIENTI DIFFEBENZIALI. 

dy a * tan a 



y\a- - x 2 ) dx a 2 — a?* ^/(a*-x* scc 2 a) 

//'« 2 — x 2 \ dy *n/(} 2 — a 2 ) 

69. -S =-(»•-*•) VI»*-®') - 

™- v = --V(n^)' 



dy 1 
dx 2 ’ 



_,& 4 -«cosx 

71. y = sen ’ r . 

J a+ocosx 

/ 

72. y=<m -W!£= 2 ™*l 

J l S + acosx } 



73. y = cos-> 



74. y = scc -1 ; 

75. y = tan 



X 2 " — 1 

X 2 " -f - 1 ’ 

1 



2x 2 — 1 " 
V(l+x 2 )-l 



rfy_ -V(« a -y) 

dx a+icosx 
dy _ 

dx ~ a 4 - £ cosx * 

dy 2»x n_1 
dx “ “ x 2, ‘ + l ‘ 

2 

Vii-®*)’ 

1 



dy 
dx 

dy 



dx 2 ( 1 4 - x*) " 

, 1+XVS+**.».™-,*»® ^ 4 -4 

,76. y = logI _-j. 2Ti5 +2tan j- j . ... 



in cui 



V(l + 3x + 3x 2 ) 

y = < 

X 



mostrare che 



d» 



1 



dx xy (1 + x) ’ 



sen 



78. Essendo sen x -}- sen 2x4-...!- sen nx = 



i + l nx 

T ,sm 2 

X 

sen g 
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dedurre, prendendo i coefficienti differenziali dei due lati, 
la somma di 

cos x + 2 cos 2x + . . . + w cos nx. 

«+ 1 x 2»+l 1 ( n+l \* 

— g— .en g sen ^ x ~ 2 \ en ~ 2 ~ x ) 



79. Essendo, per la Trigonometria, 

/e \ /2 e \ Am — 1 \ sen nix 

sen x sen sen {-+x) ...sen^—v+x) =-^=r, 

in cui m ò un intero positivo, dimostrare che 

cotx + cot f— +«) + ... + cot ( — — - ft + x ) = »» cot mx. 

80. Dal risultato precedente dedurre che 

cosce* x + cosce 2 (— +x) + ...+ cosce* (— — - e +<rì 
\m J \ m / 

— iti 1 cosce 2 mx. 




Digitized by Google 




( 58 ) 



CAPITOLO V. 



DIFFERENZIAZIONE SUCCESSIVA. 



77. Nei capitoli precedenti abbiamo mostrato come da una 
data funzione di una variabile si può dedurre un’altra fun- 
zione, chiamata il coefficiente differenziale della prima. Que- 
sta seconda funzione, con le stesse regole, ha il suo coeffi- 
ciente differenziale, il quale si dice il secondo coefficiente 
differenziale della funzione primitiva. 

Cosi, se y = £ n , abbiamo —= »x n_ '. Il coefficiente diffe- 
renzialo di nx n ~ 1 b n (n— 1) x“~ 2 , il quale è perciò il secondo 
coefficiente differenziale di y o x". Il secondo coefficiente 
di ìj è dinotato da 

d*y 

dx 3 ' 



il quale deve essere considerato come un’abbreviazione di 




d.c 



Ciò che si disse di nell’ Art. 26, diciamo ora di , 

il quale deve essere riguardato come un simbolo intero, non 
suscettibile dì decomposizione in. un numeratore d-y ed un 
denominatore dx 2 . 



Siccome 



dhj 
dx * 



sarà generalmente una funzione di x avrà il 



suo coefficiente differenziale. Questo si dice il terzo coeffi- 
ciente differenziale di y, ed b dinotato da 



d 3 y 

dx 3 ' 
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quale abbreviazione di 




Questo processo e questa notazione possono estendersi inde- 
finitamente. 

I coefficienti differenziali successivi di una funzione sono 
spesso indicati convenientemente con accenti sulla funzione. 
Così, se <p(x) è una funzione qualunque di x, allora 
<p"(x), <p"'(x), ? IY (x), etc. dinoteranno il primo, secondo, terzo, 
quarto, etc. coefficiente differenziale di cp(x) rispetto ad x. 



78. In alcuni casi l’« mo coefficiente differenziale di una 
funzione ammette un’ espressione algebrica semplice. Per 
esempio, si supponga 



quindi 



y = sen x ; 



dy ( r.\ 

^ = cos* = sen(*+2j, 

d sen ^r+ 2 ^ 



(T-y 

de* 



dx 



— cos 



= sen 



( x+ 2 i) • 

1 1 ■ ( i*y ( 3ic\ 

dclpan dj? = Sen v P "2 / ’ 

e generalmente — seji . 

% Similmente, se y = sen ax , 



d n y „ 

= a sen l ax 4 



dx n 



( «Tt\ 

r x + s) ■ 



In modo analogo, se 



y = cos x , 
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d n y ( , nr,\ 

c se y — cos ax, = a n cos J ■ 

79. Si supponga 
quindi 

d*y 



y = d x ; 

~ = a x -\oga. 



= a x {log a)*, 

icjo 

g = ^ t l «gay. 



d^i] 

« Similmente, se y - e^, — a n 



Se 



y = logx, 

Jy=l =x -i 

dx x ’ 



: — X 



= 2aT\ 



in cui 



l n 



(Py 
dx *' 
dhy 
dx 3 

d n y |« - 1 (-!)”-* 
dx n ~ x” 

1 dinota 1.2.3... (« — 1). 



80. Coefficiente differenziale del prodotto di due funzioni > 
Si supponga n = yz , 

in cui y e 2 sono funzioni di x; abbiamo 
du dz dy 
dx ~ V dx dx Z ' 

Differenziando ambo i lati dell’equazione rispetto ad x , 



avremo 



d*u 

dx* 



(Pz dy di dy dz d*y 
1 dx * 1 dx dx ' dx dx ^ dx* 



d*z . 0 dy dz d*y _ 
dx* ~ dx dx + dx* 
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Gl 



Similmente 

(Pu _ d 3 z dy d*z _ dy d l z d ì y dz (Fy dz d 3 y 

dx 3 ~ y dx 3 + dx dx 1 ^ dx dx i + dx ì dx + dx 3 dx dx 3 “ 

= y ^ + 3^^+3 *V** ffly 
y dx 3 dx dx 3 dx 3 dx dx 3 

Nelle formole ottenute i coefficienti numerici seguono la 
stessa legge di quelli del teorema sul Binomio. Possiamo 
dimostrare col metodo d’induzione che avverrà lo stesso in 
generale. Infatti ammettiamo 

d n u d n z "dy d n ~ l z n[n — 1) d?y d n ~ 3 z 
dsd i ~ y d^ i + n dxd^ =i ' { 1.2 d^d^ =3 + ’" 

. — 1) ... (n — r + 1) d r y d n ^z 
dx r dx n ~ r 



+ 



+ 



Lr 

*{*-!) ... ( n-r ) <T + *y d^'z 



d n y 



r + 1 dx r ^ dx H - r -' + ' * ‘ + dx Jl * 



(ll- 



Si differenziino i due lati rispetto ad x : allora 

d n+, u d^'z dy d n z dy d n z d 3 y d n ~ l z 
: = y-rszi + -ri txr + » ■£ — l + » -A 



dx n+ì ~ J djF + * ^ dx dx n T dx dx n ’ r dx 3 dx n ~ 



+ 



n(n- 1) ... (n—r+1) 

11 



<fy d n ~ r ’ il z (F+'y d n ~ T z ) 
dx r d£c"" r+l + dx r+l dx ll ~ T I 



+ 



n[n- 1) ... {n-r) j cF +t y d n ~ T z dT*y d n ~ T ~'z 



l r + - 



1 dx T r ' dx n ~ T + dx T+ì dx n ~ r ~ ì 



dFydz d n * i y 
+ dx n dx ^ dx** 1 Z 



+ 



( 2 ). 



Riducendo i termini, abbiamo 



d m 'u 

dx ,Hi 



=y 



d ,l+ 'z 

da? 1 *' 



dy d n z 



+m^ìf+- 



+ ■ 



i + 1) n ... (n + 1 



\r + 1 



r) (F+'y d n ~ r z , 
dx r+t dx’ 1 -' + 
d n+ 'y 

1 di c*+* 



( 3 ). 
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DIFFERENZIAZIONE SUCCESSIVA. 



Ora la serio (3) segue la stessa legge di fi). Quindi se la 
forinola (1) è vera per un valore di n, essa è anche vera per 
il valore di n prossimamente maggiore. Ma abbiamo dimo- 
strato che essa vale per « = 3; quindi essa vale per n — 4, 
quindi per n= 5, etc.; cioè a dire essa è vera in generale. 

Questo teorema prende il nome del suo scopritore, Leibnitz. 



81. So u — e ax cos&r; abbiamo per gli Art. 78 ed 80, 
( -^ l -e ax ^a n cosbx+tiba n ~ , cos g w ~ 2 i 2 cos (bx + 

4 - -fi" cos (bx + j. 

Possiamo trovare un’ altra forma per questo coefficiente 
differenziale ?j"‘° nel seguente modo: 



si ponga 

sicché 
con ciò 



y = e"* [a cos fa - — b senio:) ; 



a = r cos c? , 
b — r sen <p , 

r=[a 2 + i 2 ) * ; 

= reP* cos [bx + cpj , 



du 

dx 



in cui reo sono quantità costanti. 

Similmente yj = re ax [a cos [bx + 9) — b sen [bx + ) ! 
= r 2 e 030 cos [bx + 2?) , 

c generalmente 

d n e a ~ r cos bx 



dx n 



— r’ 1 e nx cos [bx + »?). 



82. Il seguente è un esempio importante dell’ Art. 80. 
Sia u = e^y ; 

d n i J°* 



allora, rammentandosi che 



dx 11 



aPeP * , abbiamo 



d^u 

dx n ~ 
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Se ora l’espressione 

( a + £)'« ■ 

si sviluppi col teorema del Binomio, ed i simboli 

(s)*(e)* (s)* 0 *- 



si rimpiazzino con 



d dhj dh . 

-r - , -j-z , - 7-5 » ctc. rispettivamente, 
dx dx 2 dx a 1 

il risultato sarà lo stesso della serie in parentesi in (1). 
Quindi, possiamo scrivere 

d n (c n *y) „J d\ n ... 

- J sr=^K a+ dJ ,J ( 2 >' 



come un conveniente metodo abbreviato di esprimere V equa- 
zione (1). 

83. Il teorema seguente è alle volto usato nei rami supe- 
riori delle matematiche. 

Se n è un intero positivo qualunque 



d”u 


d”uv 


d n ~' 


( dv\ 


, n[n- 1) 


rf"-* 


( dìv \ 


V dx 11 ~ 


~ dx" 


71 dx 


V dx) 


+ 1.2 


dx”- 2 


l* dx 2 ) 



+ M- 



>>5 

Questo teorema può essere stabilito subito qon l’Induzione. 
Infatti esso è evidentemente vero per n— 1 , e se ammettiamo 
che sia vero per un certo valore di n possiamo mostrare che 
sia ancor vero quando n si cambia in w + 1. Si ammetti 
vera l’equazione (!’, e si differenziino i due lati; verrà 



d H+t u dv d n u d n+ *uv 
dx’ 1 ' di' d7<~ Tir 



-'uv d n ( dv\ , n[n-\) d R ~' ( dH\ 
• + * n dx“Vdx) 1.2 dx n ~'\ dx 2 ) 

»• 
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DIFFERENZIAZIONE SUCCESSIVA. 



Inoltre poiché il teorema è supposto vero pel valore n ab- 
biamo da (1) cambiando v in ^ , 



dv d n u _ d n / dv\ _ d n 1 / cPv\ 
dx dx n dx n \ dx) n dx H ~ i \ dx?) 

1 ) n u 



.+ 



-1) (/»-* / d*v\ 
V dx*) 

(3). 



+ 1.2 dx' l ~* 
d^'v 
dx"- ' 



Si suppongano ora scritti i secondi membri di (2) e (3) 
in modo che il primo termine di (3) sia immolli atamen te 
sotto il secondo termine di (2), il secondo termino di (3) sotto 
il terzo termine di (2), e così di seguito. Allora sottraendo 
abbiamo 



^ d n+, u _d nri ~'uv , , , d* ( ' dt>\ , («t+1 )n d n 1 

V d^~~d^~^ nH 'dx h V ita/ + ~L2 r&F* 




+ (-!)’ 






d"+'v 
dx* + ' ' 



Ciò mostra che se il teorema è vero per un certo valore 
di % sarà vero ancora quando n si cambia in»+l. Quindi 
poiché esso é vero per n — 1 sarà vero in generale. 

ESEMPII. 



1 . Se y = tan x + sec x, 



dhj cos x 
dx * (1 — senV)* 



2. Sia y = sen s .r=: 



3 sen x — sen 3,r 



allora 


1 1 

sT” ^ 


3 ( uz\ 

= 4 scn v^2 ; 


3" 

— — j- sen 

4 


(3, + f) 


3. Se 


y = x 


2 Ioga:, 


d*y 
dx* ~ 


LI. 

X 


4. Se 


y = x 


■* log.r, 


d'y 

dx' 7 


l*. 

.T 


5. Se 


V = (■') 


:*•+ «*) tan"' -, 


ePy 


4^ ;ì 




a 


dx * ” 


(«S + .T*)*' 
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6. Se y = e x cos x, 



7. Se y = 



(Py 3 a* 

d T * ~ £ ' 

,4 Vx(a?-a)* 

/-« i \*V , 



8 . Sey=ix+V(x 5 -l)r, (^l);g+*£ - «V = °- 



9. Se y = x" 1 logx, 

10 . se , = ^ 5 , 

11. Se «„=(«*+#“■)•» 



12. Se y = «* v *, 



13. S ej/ = i ^, 

14. Se j/*=sec2x, 



<F*y _ [»■ --1 

d n y 2(— 1)"| n 
dx n ~ (l+x) n+ ' - 

g» = «*„- 4 . 



*V _ 2\/x — 1 Vx 
dx 1 2x \/x 

d * y _ 24 

rfx*“(l-x) 5 ‘ 

y + d= tr- 



is. Se ./ll + »’)=(I-x+i')’, S = 1 + 3j+ f - 

{l+X*-)* 

1<? 0 ax + i <Z"i/ (— i — stf | 

16 ' bc y ~ Sx“ “ 2c {p -«)**• _ (x+ c)'‘ +, r 
17. Se y = x" senx, 

<?"i/ , ( « / r\ n[n-\) ( 2r\ 

2 ? = la 1 Bcnl + i * «n ^ + 2 ) + -rere - ** «”> (,» + 2 j 



n(»-l)(w -2 

+ — — ìSì « s 9cli 

Li } L5 



( i+ ¥) 



-f etc.f 



18. Se - — tan * -, 



allora 



dii a * , v 

~r — j = cos*- / , 
rf.r «* (- a - « 
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quindi 



cPy 2 y y di/ 

~ = cos - scn - -~- 

ax z a a a ax 



1 2y dy 

— sen — 

a a d jc 



1 (2y , e \ , y 

— - cos ( — + s ) cos* - . 
a \ a 2/ a 

Dimostrare che ^ cos(— + 2 • ^ cos® -, 
dx 3 a 2 \ a 2/ a 

e generalmente cos + (» — 1) || cos” ^ . 



Ora si ponga tan 1 - = ^ — tan 1 - = ■=. — 0 ; 
30 a 2 a; 2 7 



con 



ciò COS |““ + ( W — 1) |}" sen (~f + "g") = sen (* w “ w ®) 

= ( — l)" -1 senjiO; c cos n | = 

%-l 



n n * 

(a 2 + x z ]ì 



quindi = a { “ 1)n ' — *== = „ 

(a* + a; 2 )* 



sen «0. 



19. Poiché 



<Z tan"* - 






Da ciò, dimostrare che 



- a £_ ( 1 ^ _ J 

d l + % ^, dx n \a 2 + x-J a 



d n+x tan 



- © 



dx"-' 



d n 
dx 11 



(a 2 + a; 2 ) 



( — l)”[n sen (»+ 1) 0 

n+l ' 

a(a 2 +a? 2 ) * 



in cui 



tan 0 — - . 
x 
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[L’ft mo coefficiente differenziale di - t ■ rispetto adar si 

(l “T « 

ottiene alla volte nel seguente modo: 



1 


_ 1 \ 


1 


1 ). 


a 1 -far* 


~2a s ,l{-l)\x- 


» 

<. 

1 

>— • 

1 




quindi 








* ( M 


_(-!)*[« r 


1 


1 1 


dx n \a i + x t J 


~ 2« v '(— 1) LJar- 




{ x+a N /(-l)^ +, J 



Ora si ponga x=r cosO, a — r senO, sicché 

a 



r* = a} + x* e tan 0 = ■ 



x 



Allora S a; + a V ( - J ) S n+1 = ** n+ M eoa 0 + V ( - 1 ) sen 6 ! ^ • 
_ r n+! jcos(»+l)0+ \l( — l)8en (w-fl)0j 

pel Teorema di De Moivre. 

Quindi 

2<J(— 1) sen(»pljO i 



1 



1 



Mfir {ar+« N /(-i)r‘ 



r «+» 



ed otteniamo lo stesso risultato come sopra per il propo- 
sto n mo coefficiente differenziale.] 



„„ ? "*(^) 

20 - TTi — =* TE + « TTT 



. Art. 80. 



dx n JjF 1 " 

Quindi, per mezzo dell’esempio precedente, mostrare che 

d n ( x ^ — l) n [»cos(a+ 1) 0 

djf 1 va 1 + x V _ £±1 

(a*+x*) 1 

[Possiamo procedere anche nel modo indicato nell’esempio 
precedente, partendo da 



1 ( 



1 



a* + x* ' 2 \/( — 1 ) ^ x-«\/(-t 1 ) 



1 



'!•] 
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DIFFERENZIAZIONE SUCCESSIVA. 
# 



1 - — 

21. Trovare il 4° coefficiente differenziale di — — r o di e **. 



Risultati. 

*'+ll«* I +ll* sx +« tx 



e*-! 



ode ** jl6x -,, “144x -,0 +300x~ 8 -120x _< j. 



22. i «*c n + 2nxc n ~* +»(*-!) c n ~* j a x , 

in cui c=\oga. Art. 80. 

23. Sò j/= sen (m sen -, x), mostrare che 

n ^ ~ d ’J 

Applicare il teorema di Leibnita, Art. 80, e dedurre 

<» - *•> + (»*-«*) g. 

24. Se «/ = a cos (log x) 4 i sen (log- x), mostrare che 

*g + .2-Mr-* 

* ch0 *’£^ + < 2 » > >)-p + i»’+i) g = o. 
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CAPITOLO VI. 



SVILUPPO DELLE FUNZIONI IN SERIE. 



84. II teorema del Binomio ci fornisce una serie procedente 
secondo le potenze di h , che è equivalente all’ espressione 
(x+ h) n . Altre serie si sono presentate nell’Algebra e nella Tri- 
gonometria, come lo sviluppo di e* secondo le potenze di x 
e di log (1 + x) secondo le potenze di x. Negli articoli prece- 
denti di questo libro, non abbiamo ammesso, però, la cono- 
scenza di alcuno sviluppo, eccettuato il teorema Mnorniale nel 
caso dell’ esponente intero e positivo; ma ci proponiamo ora 
d’investigare lo sviluppo di f[x + h) secondo le potenze di h, 
in cui f\x) dinota una funzione qualunque di x, e si vedrà 
che tutti gli esempi isolati che lo studente ha considerato 
sinora, non sono che casi particolari di questo teorema ge- 
nerale. 

85. Prima di esporre una rigorosa dimostrazione del teo- 
rema in questione, indicheremo il metodo che ordinariamente 
si adottava nei trattati sul Calcolo Differenziale non fondati 
sulla dottrina dei limiti. Tali trattati cominciavano con una 
dimostrazione poco soddisfacente della proposizione che J\x+h) 
potesse generalmente svilupparsi in una serie procedente se- 
condo -le potenze positivo intere ascendenti di h; rimaneva 
allora a determinare i coefficienti delle diverse potenze di li, 
e ciò si otteneva nel modo esposto nei due articoli seguenti. 

86. Dobbiamo prima stabilire il teorema seguente. Se./\'aH-&) 
è una funzione qualunque di x + h, otteniamo lo stesso risul- 
tato sia che la differenziamo rispetto ad x, considerando h 
costante , o la differenziamo rispetto ad h , considerando x> 
costante. 
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Infatti si ponga 
Nel primo caso 



x + h—z. 

df[x + K) __ df[z) dx 
dx dz dx 



poiché • 

Nel secondo caso, 



dz 

dx 



=/'(*), 

1 . 



poiché 



df( x-rh) _ df'z) ' dz 
d/t — dz dh 

=/'(*), 

dz _ , 

' dh, ~~ 



87. Sviluppare f[x + h) in una serie di potenze ascen- 
denti di li. 

Si ammetta (Art. 85) che 

f[x+h) = A 0 + AJt + + A 3 h 3 + (1)» 

in cui A 0 \ A,, A 2 , etc., non contengono h. 

Allora 

+ + h dA ljr1i;ì + A 3^i + ( 2 ), 

dx dx dx dx dx 

c ^ = A< + 2A t h + 3A,A* + (3). 

Per l’ Art. 86, le serie (2) e (3) debbono essero eguali. Quin- 
di , eguagliando i coefficienti delle potenze simili di h , ab- 
biamo 

4 dA 0 



1 dA t 1 d 2 A „ 
,_ 2 dx~ 1.2 dx 2 ’ 
1 dA t __ 1 d*A„ 
3 "3 dx “ 1.2.3 dx 3 
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E ponendo 7i = 0 in (1), si ha 

=/(*)• 

Quindi, sostituendo i valori di A 0 , A i , ctc. in (1), ab- 
biamo 

i a ìs 

/(* + *) =/(*) + hf (x) + ~ 2 f" (*) + ^3/'" (a) + (4), 

il termine generalo essendo 

h n d n f[x ) 

!_w dx' i 

Questo risultato si dice il Teorema di Taylor. 

* 88. Yi sono molte obiezioni al metodo degli articoli pre- 
cedenti, e specialmente l’uso di una serie infinita, senza ac- 
certare che sia convergente, è inammissibile; procediamo per 
ciò ad una rigorosa investigazione. 



89. Sia y=F{x), 0 si suppongano \x 0 ly rappresentare 
gl’incrementi simultanei di x ed y; allora la frazione 



chè essa ha per limite il coefficiente differenziale F'[x), avrà 
ultimamente lo stesso segno del suo limite se \x è preso suffi- 
cientemente piccolo, e quindi sarà positiva se il coefficiente 
differenziale è positivo, e negativa se il coefficiente diffe- 
renziale è negativo. Nel primo caso , le quantità \y e Ax 
essendo dello stesso segno, la funzione y crescerà 0 diminuirà 
secondo che x cresce 0 diminuisce. Nel secondo caso, Ay e Xx 
essendo di segni contrarii, y crescerà se x diminuisco c di- 
minuirà se x cresce. 



Ciò che si è detto suppone che vi è realmente un limito 
finito al quale tende ~ ; in altri termini noi supponiamo 



che F'(x) non sia infinita. La limitazione che le funzioni da 
considerare non debbano divenire infinite deve essere sottin- 
tesa in molti teoremi nelle matematiche, quando non fosse 
formalmente enunciata. Nel presente soggetto però si usa di 
stabilire espressamente questa limitazione ne’ punti importanti 
delle investigazioni. 

Si può osservare che alle volte possiamo ottenere utili in- 
formazioni rispetto al segno di una funzione esaminando il 
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coefficiente differenziale della funzione. Per esempio, si sup- 
ponga 



y = (a? - 1} e x + 1 > 



allora 



dy 

dx 



= xe x ; 



siccome 



dy 

dx 



ò positivo per tutti i valori positivi di x, ne segue 



per il presente articolo che y è sempre crescente finche x è 
positiva ; ma y = 0 quando x — 0 ; quindi y è positiva per 
tutt’i valori positivi di x. 



90. Una funzione di una variabile si dice essere continua 
tra certi valori della variabile se la funzione cangia grada- 
tamente a misura che la variabile passa da un valore al- 
1’ altro , così che un cambiamento indefinitamente piccolo 
della variabile dà origine ad un cangiamento indefinitamente 
piccolo della funzione. Quindi una funzione continua non può 
divenire infinita tra i valori per i quali essa è continua, poiché 
nelle vicinanze del valore infinito della funzione per un cangia- 
mento indefinitamente piccolo della variabile il cangiamento 
nella funzione non è indefinitamente piccolo. 

91. Sia ®(®) una funzione che svanisce per x — a, e per 
x = b, ed è continua tra questi valori. Si supponga inoltro 
che tf'[x) sia continua tra questi valori. Allora si annul- 
lerà per qualche valore di x compreso tra a e b. 

Infatti <f'(x) non può essere sempre positiva tra questi va- 
lori, perchè allora 9(3?) sarebbe costantemente crescente a mi- 
sura che la variabile crescesse dal più piccolo valore al più 
grande (Art. 89), il che non si accorda con la supposizione 
che <?[x) svanisca per i due indicati valori. Similmente <?'(x) 
non può essere sempre negativa. Quindi <f'[x) deve mutare 
dal positivo al negativo o dal negativo al positivo tra gli 
assegnati valori ; e poiché essa è continua non può divenire 
infinita e deve per conseguenza passare pel valore zero. 

Se a dinota una quantità costante , le espressioni come 
f'(a),f"[a), etc. che s’incontreranno nelle nostre investigazioni 
significheranno che f\x) deve essere differenziata una volta, 
due volte, etc., e nel risultato x si deve cambiare in a. 

Possiamo ora dimostrare il Teorema di Taylor. La dimo- 
strazione che diamo nel prossimo articolo è dovuta al Signor 
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Homersham Cox; ossa fu pubblicata nel 6° volume del Cani- 
bridge and Dublin Mathematical Journal-, ed in seguito nel 
suo Manual of thè Differential Calculus. 

• 92. Si suppongano f,a+x) ed i suoi coofficienti differen- 

ziali sino air(a+l} mo essere continui tra i valori 0 ed A della 
variabile x . L’espressione 

T ì ~.n ~n-H n 

... (1), 

svanisce per x — h se R~ 

« !—{/(«+*) -/w -ir [a) - 1/>) ... -£/■(*) } • . . (2), 

Si supponga R avere questo valore che osserviamo è indi- 
pendente da i. 

L’espressione (1) svanisce anche per x—0. 

Quindi, per l’Àrt. 91 il coefficiente differenzialo di (lj ri- 
spetto ad x deve svanire per qualche valore di x tra 0 ed h; 
si supponga a-, questo valore, allora 

f'(a+x)-f'(a)-Tr{a)...-^/*(a)-^ R (3), 

svanisce per x~x v Ma (3) svanisce anche per x = 0; quindi 
vi è qualche valore di x tra 0 ed x t pel quale il coefficiente 
differenziale di (3) si annulla. 

Continuando questo procedimento sino a n+ 1 differenzia- 
zioni di (1) troviamo che f n ' ht (a+x) — R ò zero per qualcho 
valore di x tra 0 ed A; sia questo valore di x 0 h, in cui i) 
b una frazione propria, onde 

R=f n +*(a+Qh)> 

Si sostituisca questo valore di R in (2) ed abbiamo 

A» + *) =/:«; + V(«l + + £/*(•) 

Possiamo ora pórre .r invece di a in questa equazione, poiché 

1. 9 
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non vi è stata alcuna restrizione nel valore di a , eccettuato 
che tutte le quantità debbono essere finite, così otteniamo 

hi h n 

/(*+ *) =/(*) + V(*) + y 2 f" (*) + -+ t/" («) 

A n+ « ^ 

+ iTu- r+,(a?+0A, - (4) - 



Se la funzione f n ~ K (x + OA) è tale clic prendendo n suffi- 

A” +1 

cientemente grande il termine f n+i (x+OA) può rendersi 

[»+ f 

tanto piccolo quanto ci aggrada, allora continuando la serie 

li- Il 3 

f( x ) + V (a) + 12 f" ( x ) + [3 ( x ) + ctc * » 



sino a quel numero di termini che ci piace, otteniamo un 
risultato che differisce tanto poco quanto si vuole da/(x+ A). 
In queste circostanze adunque possiamo asserire la verità 
del Teorema di Taylor. 



93. Il Teorema di Taylor è cosi chiamato dal suo scopri- 
tore Dr. Brook Taylor; esso fu pubblicato la prima volta 
nel 1715. Il teorema contenuto nell’equazione (4) dell’ Art. 92 
è detto il Teorema, di Lagrange sui limiti del Teorema di 
Taylor. Esso ci dà un’espressione per la differenza tra,/(x+A) 
ed i primi n -f 1 termini del suo sviluppo col Teorema di 
Taylor, ovvero come è chiamato « il resto dopo n+ 1 ter- 
mini. » 



• 94. All’ espressione v /"" +l (x+OA) che s’ incontra nell’ Art. 92, 

possiamo assegnare il significato seguente. « Si differenza 
fi x ) «4-1 volte, e nel risultato finale si muti x in x+OA. » 
Non conosciamo altra cosa di 0, se non che esso giace tra 
0 ed 1 ; esso sarà generalmente una funzione di x ed A , e 
quindi, differenziare /(x+OA) rispetto adx, non è la stessa 
cosa che differenziare f\x) rispetto ad x e poi mutare x in 
x + OA. 

95. Teorema di Maclaurin. 

Nell’ equazione 

A * + *) =/w + v w + \ r m + . . . + 

+ ifn / ’ 4,(I+ “ 1 ' 
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si ponga x = 0, abbiamo allora 

/i») =/{») + v(o) +....+ p® + jp-j r" 

Possiamo, se ci piace, cambiare h inr, e poiché le quan- 
tità /(0), /'(0), /"(0), non contengono x o h, non si 

fa alcun cangiamento in esse : quindi 

r n f n fOÌ r "* 1 

M =/(0) + v”(0) +. . . . + (»*)• 

Allorché 1’ ultimo termine, prendendo n grande abbastan- 
za, può rendersi tanto piccolo quanto ci piace, abbiamo per 
f{x) una serie infinita che procede secondo le potenze ascen- 
denti di x. Questa serie è usualmente chiamata di Maclau- 
rin, essendo stata pubblicata da lui nel 1742; sebbene es- 
sendo stata data alcuni anni prima da Stirling , essa alle 
volte porti il nome di quest’ ultimo. 

* 96. Ammettendo che ogni funzione di x possa essere svi- 

luppata in una serie di potenze intere positive di x, è stato 
dato il seguente metodo per dimostrare il Teorema di Mac- 
laurin. 

Sia f[x) = A 0 + A t x + A t x 2 -4- A n a c* + 

in cui A 0 , A t , A v etc. non contengono x. 

Si differenza successivamente, allora 

/' (x) = A t + 2A t x + + nA + 

/" (x) = 2A 2 + 2.3^ 3 x +.... + »(*- 1) A n x •-* + 

/'"(*) = 2.3A 3 +.... + »(»- 1) (»- 2) A n x n -> + 



Ora si supponga x = 0 in ciascuna di queste equazioni , 
cd abbiamo 

A o =f(0), 

A t =f{ 0 ), 

A t =^/"(0), 
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Si sostituiscano i valori di A 0 , A t , etc. e si ottiene 

/(*) =/(0) + Tf{ 0) f ~ /"(0) + .... + g/»(0) + etc. 

' 97. La dimostrazione data dell’ equazione (4) nell’ Art. 92, 
equazione clie racchiude il Teorema di Taylor, ed anzi può 
essere chiamata il Teorema di Taylor , probabilmente non 
lascerà soddisfatto il lettore. Quantunque egli non possa sco- 
prire verun difetto nel ragionamento, pure si dispiacerà del 
carattere artificioso ed incerto dell’insieme, e muoverà la stessa 
obiezione rispetto al metodo di dimostrazione di Cauchy cho 
or ora daremo. Senza negare la giustizia di questo obiezioni, 
possiamo rispondere che il carattare altamente generalo del 
teorema può in un certo modo far scusare la complicata ed 
indiretta natura dell’ investigazione. Ma riguardo particolar- 
mente alla mancanza di soddisfazione provata nell’ essere co- 
stretto di dare T assenso ad un certo numero di proposizioni 
senza conoscere dapprima quale si possa aspettare che sia 
l’andamento generale della dimostrazione, rammenteremo 
allo studente clic mentre egli apprende gli clementi di un 
soggetto non deve aspettarsi di essere capace, in modo di 
dire, di scoprire di nuovo il teorema da se stesso. Invece di 
domandare, « cosa ha suggerito questo o quel passo?» egli 
deve spesso contentarsi della semplice questione « è il ragio- 
namento esatto?» A ciò naturalmente, forse senza saperlo, 
egli è stato già avvezzato; per esempio, se una costruzione 
complicata incontrava nell’ Euclide, egli si limitava sempli- 
cemente, almeno per qualche tempo, ad esaminare la vali- 
dità della costruzione, e la verità delle deduzioni ricavato 
da essa, senza tentare di riconoscere i passi che condussero 
Euclide alla sua costruzione. 

• 98. A motivo dell’importanza del Teorema di Taylor ag- 
giungeremo un’ altra dimostrazione ; questa dimostrazione 
è dovuta a Cauchy , ed è data nella forma seguente da 
Moigno. 

Siano i^ar) ed f[x) due funzioni di x che rimangono con- 
tinue, del pari che i loro coefficienti differenziali, tra ; va- 
lori a;, ed x t +h della variabile x. Si supponga inoltre che 
tra questi stessi valori la finzione derivata /' [x] non muti 
di segno, o in altri termini che tra questi valori la funzio- 
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ue /(.r) continuamente aumenti , o continuamente diminui- 
sca. Allora la frazione 



F[Xi + h)-F[x % ) 
f{x x + h)-f[x y ) 

sarà eguale al valore di 

F[x) 

f[*y 

allorché in quest’ ultima x ha un certo valore compreso tra 
i valori indicati; vale a dire, 0 dinotando una frazione pro- 
pria, avremo 

F(x t + h) - F(x t ) _ F’[x t + U) 

/(*. + *)-/(*•) -/'(Xi + MV 



Infatti siano A e B i valori algebricamente minimo e mas- 
simo che la frazione 

F'[x) 

/'(*) 

può prendere tra i valori a?, ed a*, + A; le due espressioni 

F’[x) 



ed 



/'(*) 
F' (x) 
/'(x) 



A, 



-B, 



avranno perciò segni contrarii, ognuna di esse ritenendo il 
suo segno immutato. Lo stesso si avrà per 



F'(x)-Af (x), 



ed F'(x)-Bf'{x), 

poiché f ( x ) è immutabile nel segno. Ma queste espressioni 
sono i coefficienti differenziali delle due funzioni 

F(x)-Af(x), 

cd F[x)-Bf[x ). 

Di queste ultime funzioni perciò, l’una deve crescere costan- 
temente e l’altra decrescere, (Art. 89). Quindi , sottraendo i 
loro valori iniziali dai loro valori finali , 
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Il lettore il quale desidera di vedere l’ applicazione di que- 
sto risultato allo stabilimento del Teorema di Taylor , può 
passare immediatamente all’ Art. 106 , per poi ritornare alla 
considerazione degli articoli omessi, nei quali daremo un’altra 
dimostrazione del risultato, cd inoltre alcune illustrazioni 
geometriche. 
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100. L’enunciato dell’ Art. 98 essendo supposto, possiamo 
disporre la dimostrazione come segue : 

Si divida h in un certo numero di parti eguali, e dinoti 
a una di queste parti. Si considerino le frazioni 



.Ffo+a)— Afo,) i' , (.r 1 f2a) -F{x^a) i' T (a; 1 f3a)— F[x % +2ij) 
f[x t +a)-/{x,) ’ /(x 1 +2a)-/(®i+a) ’ f{x l +‘àa.)-f(x l +2a) ’ 

F(x t + A)-F{x t + h-a) m 

■"/(*! + *)-/(*, + *-«) * 

Si formi una nuova frazione aggiungendo insieme tutt’ i 
numeratori in (1) per un nuovo numeratore, e tutt’i deno- 
minatori in (1) per un nuovo denominatore. Otteniamo cosi 

F{x a -\-Ji)-F[x x ) 

/(*! + *)“ /(*l) 

Poiché i denominatori che si trovano in (1) hanno per ipo- 
tesi tutti lo stesso segno, sappiamo dall’algebra che la fra- 
zione (2) giace in valore tra il massimo ed il minimo di quelli 
in (1). Ora 

F(x t + ai)-F{x t ) 

F(x t + a) -F[x t ) a 

f{x t -fa)- f[xj ~ f[x t + a)- f{x2 ’ 

a 



se dunque poniamo questa frazione eguale ed 



sappiamo che $ 



F'(x t ) 

f (®i) 






diminuisce senza limite al diminuire di a. 



Similmente 



F[x i + 2a.)-F{x ì + a) _ F'[x % + a) 

A x i + 2a) - f[x t + a) ~ /' (x, + a) + 1 ’ 
F(x, f 3q) — F(x t + 2a) F'(x t + 2a) „ 
f[x t + 3 a) -f{x t + 2a) ~ f (x t + 2a) + ° ’ 



-Ffa-f A) - -Ffof A — a) F'[x l + A — a) 
f[x t -f A) — /(®, + A — a) ~ /'(», + A -a) 
in cui v, 5, ... pi, diminuiscono senza limite al diminuire di a* 
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Poiché la frazione in (2) giaco sempre tra il valore mas- 
simo ed il minimo dei termini della serie 



F'fa) 

/'(**) 



+ P 



F'(x l + a.) „ 

/'(*. + «) T 



F' (t, - f 2a) , , 
/'(x 1+ 2a) + 0 ’ 



F' (ar, + h — a) 
/' (.r, + A — a) 



+ g. 



essa deve giacere .tra il massimo ed il minimo dei limiti 
verso i quali essi tendono; vale a dire, deve giacere tra il 



F' f.r) 

massimo ed il minimo dei valori che — 

F' (x) . 



può prendere tra 

.t. ed x. + A. Ma siccome nel passare dal suo massimo 

1 / (*) 

al suo minimo valore, passa per tutti i valori intcrmedii , 
vi deve essere una frazione propria 0, tale che 



F[x< + h)-F (x t ] _ F' (x, + (ih) 
/(.r, + h) - /(x,ì /' (x t + 0 h) ' 



101. Si supponga f (x) = x — X, ; 
onde /' (a-) = 1. 

Le condizioni richieste che debbono essere soddisfatte da 
f(x) nell’enunciato dell’ Art. 98 sono verificate. E siccome 

f(x l + h) = h, 
ed /(x,) = 0, 

abbiamo F(x, + h) — F[x x ) = hF' (x, -f OA). 

Questo caso semplice dell’ Art. 98 può del resto essere di- 
mostrato nello stesso modo col quale fu stabilita la propo- 
sizione generale. 



102. Il risultato dell’ Art. 101 può essere applicato a mo- 
strare che un’espressione indipendente da x è la sola di cui 
il coefficiente differenziale rispetto ad x sia sempre zero. In- 
fatti si supponga F{x) una funzione, tale che F'(x) sia seni- 
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pre zero; allora, dall’ultima equazione nell’ Art. 101 segue, 
qualunque siano i valori di x x ed x t + h , che 

JF’(x i + A) — F(x ì ) = 0, 



ondo F[x l + h) = F[xJ\. 

Quindi la funzione F(x) ha sempre lo stesso valore qualun- 
que sia il valore della variabile; vale a dire, essa è costante 
rispetto ad x, o in altri termini non dipendo da x. 

Da ciò segue, che due funzioni le quali hanno lo stesso 
coefficiente differenziale rispetto ad una variabile qualunque 
possono differire solamente per una costante. Infatti il coef- 
ficiente differenziale della differenza fra queste funzioni es- 
sendo sempre zero, segue da ciò che abbiamo ora dimostrato 
che tale differenza è una costante. 

• 103. Il risultato dell’ Art. 101 ammette la seguente sem- 

plice verificazione geometrica. 

Abbiamo già mostrato, Art. 43, che se u rappresenta l’area 
contenuta tra gli assi delle x e delle 
y, l’ordinata y , ed una curva qua- 
lunque, allora 

du 
dx ~ 

Sia u—F[x), onde y=F'(x) h l’equa- 
zione della curva; sia OM— x t , MN=h; 

allora area OAPM=F{ a:,), 

area OAQN — F(x t + h), . 

quindi area PQNM - F{x t + h) —F[x % ) . 

Ora è chiaro , che un punto R deve esistere tra P e Q, tale 
che, tirando l’ordinata RL , 

rettangolo RL.MN — area PQNM. 

Ma R£ = F’(x t + <)h), 

in cui 0 è una frazione propria; adunque 

hF’ ir, -f 0 h) - F(x t + h) - F(x t ). 

1. 10 
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/ 104. La seguente è un’ altra illustrazione geometrica 

dell’ Art. 101. 

Se y = F(x) b l’equazione di una curva, allora F'[x) è la 
tangente trigonometrica dell’ an- 
golo tra l’ asse delle a; e la tan- 
gente della curva nel punto ( x , y ). 

Art. 38. 

Sia OM=x tK MN~h, 
allora r <* + 

h 

è la tangente dell’inclinazione della corda PQ all’asse delle x. 
Quindi l’Art. 101 equivale all’ asserire che in un certo punto 
R tra P e Q la tangente RT della curva è parallela a PQ. 

Noi chiamiamo questa una illustrazione. Quando, però, 
lo studente ha sufficientemente considerata la natura della 
tangente ad una curva, ciò può equivalere ad una dimostra- 
zione della proposizione di cui si tratta. 

» 105. La seguente e uni illustrazione della proposizione ge- 

nerale nell’ Art. 98. 

Siano due curve APQ ed apq. Dinoti F(x) l’area conte- 
nuta tra la prima curva, gli assi 
delle x e delle y e l’ ordinata cor- 
rispondente ad un’ascissa x; al- 
lora y — F'[x) è l’equazione di 
questa curva. Dinoti f[x) una 
simile area rispetto alla seconda 
curva; allora y =/' (x) è l’equa- 
zione di questa curva. 

Sia OM = , MN = h. 

Allora F (a*, + li) — F (x,) = area PMNQ, 

/(a-, + h) — /(a;,) = arca pMNq. 

Quindi l’equazione 

r(g t + ft)-F(g,) r(j f + 0A) 

/(ar, + h) - /(a;,) ~f'[x y + (ih) 

equivale ad asserire che deve esistere un certo punto R tra 
P e Q, tale che 

area PMNQ, RL 

area pMNq rL 
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106. Si supponga ora che F(x) ed f(x) e tutti i loro coef- 
ficienti differenziali sino all’(» + l)™ inclusivamente , siano 
continui tra i valori x t ed + A della variabile x; inoltre 
si supponga che uno dei due F'(x) ed/'(r) sia di segno in- 
variabile tra gli stessi valori, similmente uno dei due F"(x ), 
ed f"(x), e cosi di seguito sino ad F"* 1 (x) ed/' t+, te). Allora, 
per l’Art. 99. 

F(x, + A)- F{x t ) F'(x, + ^k) 
f(x t + A)-f(x t ) /'(x t + 0,A) * 

F'(x t + O t h)-F'(x t ) F"{x t + 0 2 A) 
f'i x t + 0,A) — (a? f ) f" (x, + 0 2 h) ’ 

F"(x ì + OjA) - F”(x t ) F'"(x, + 0,A) 
f"(x t + 6 i h)-S"(x ì ) f"[x i + 6 3 A) ’ 



F n (x t + 0„A) - F n (x t ) F n+ '[x t + Oh) 

/"(x, + 0 H h) -r(x t ) + OAJ 5 

in cui 0,, 0 2 , 0„, 0, sono tutte frazioni proprie. 

Supponiamo ora che F'(x ), F"{x), ... ^"(x), f'(x), f"(x ), ... 
*/"”(#) svaniscano tutte per x = ; allora per le equazioni pre- 

cedenti 

F[x, + h) - F{x x ) F*+* [x t + OA) 

A^ + A)-f(x t ) + Oh)' 

107. Le condizioni necessarie riguardo ad f(x) saranno ve- 
rificate se prendiamo 

f{x) = (x- x ^' , 
onde - f n+x [x)- \n + 1 , 

f(x t ) = 0, 

f(x, + h) = h*+*. 

Se dunque i coefficienti differenziali di F(x) sino aH’» ra8 
inclusivamente, svaniscono per x=x v abbiamo, per l’Art. 106, 

h n+t 

F(x t + A) — F(x,) = — -j F™ ( x , + Oh). 
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Si supponga x, = 0 ed F[x t ) — 0, allora 

A’* + * 

Sarà bene per distinzione di ripetere le condizioni richieste 
per l’ultimo risultato; esse sono solamente queste; F[x) ed 
i suoi coefficienti differenziali sino all’ (» + lì mo inclusivarnente, 
debbono essere tutti continui tra i valori 0 ed A di a: , e sino 
all’»" 10 inclusivarnente debbono tutti svanire per x = 0- 

108. Applicazione al Teorema di Taylor. 

Sia 9 (x -f A) una funzione che debba svilupparsi in una 
serie di potenze intere positive ascendenti di A. Sia 

jì h n 

9 [x + A) - 9 (x) - h<?' (x) ~9"(x)...-^9» (x) = F(h). 

Allora F(h) ed i suoi coefficienti differenziali rispetto ad A, 
sino all’» 1110 inclusivarnente, svaniscono per A = 0. Inoltro 



A’* +, (A) = 9 n+ * (x + A). 

Adunque, per l’ultima equazione dell’ Art. 107, 

in+t in-t-i 

m = j¥+i F '"'W = jjrr (x + 

e quindi 

Da ciò segue il Teorema di Taylor sempre che la funziono 
è tale che, crescendo sufficientemente n, il termine 

*"+* 

r 9 n+1 (x + OA) 

\n + 1 

può essere reso tanto piccolo quanto ci piace. 
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109. La dimostrazione seguente del Teorema di Taylor 
merita di essere notata, come dipendente soltanto dall’equa- 
zione dimostrata geometricamente nell’ Art. 103. Sia indicata 

9 W - 9(*) - (* - x ) 9'(») ~ • • • - ~ ?"(*) 

con F(x), allora 

Ora, per l’Art. 103, 

F(x) = F[z) + (x — z) F' j z + 0 [x — z) j. 

Inoltre F(z) = 0, 

ed F' \z+Q(x—z)\=— * >n ^ X)n - ? n+l U + Q(^-^)ì; 



quindi 9(3) - tp(x) -(z-x) ?'(*) - ^ <?"(*) 

(z-z)’ 1 n , 

- L -[j- L ^W 



_ 0 n (z — a;) 1 



,»+i 



l « 



. <p w -+-t \z + a [x — z)\. 



Si ponga h per z — x, allora 



9 (x + A) = 9 (x) + htt'[x) -t-~ <p"(x) + ^ ?"W 

finjn+i 

110. Il risultato dell’articolo precedente ci dà un’espres- 
sione per il resto dopo n + 1 termini dello sviluppo di 9 ( x+h ), 
che differisce nella forma da quello trovato precedentemente. 
Se poniamo 0 = 1 — 0,, il resto diventa 



(1 - 0 ,) n h n+ ' 

li 



9 * +, ( x + 0 ,*). 



111. Nelle dimostrazioni date del Teorema di Taylor, si è 
supposto che tutte le funzioni che vi si trovano siano con- 
tinue. Se la funzione che vogliamo sviluppare, 0 alcuno dei 
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suoi coefficienti differenziali sino all’(» +- l) mo inclusivamente, 
sia infinito per valori della variabile compresi tra certi va- 
lori, la dimostrazione data del teorema 

h n jp+« 

/(» + *)=/(*) + V”(*) +j^/ B (*)+— + 

non è più valida. Si suole parlare dei casi nei quali entra 
un valore infinito come « esempii nei quali il Teorema di 
Taylor è in difetto ». La frase si connette al modo imperfetto 
di dimostrazione dato negli Art. 86 ed 87, nel quale non 
era stabilito prima di tutto quando il teorema supposto già 
dimostrato fosse realmente vero e quando no. Per esempio, si 
supponga 

f[x) = V ~ «)» 
f[x 4- A) = (x — a + A). 

Allora si direbbe che f[x + A ) può essere sempre svilup- 
pata in una serie di potenze positive intere di A, eccetto 
quando x — a. 

Quando x = a, f{x), f"[x), ctc. diventano tutti infiniti ed 
/(* + A) diviene >jh. 

112. In quel sistema di trattare il Calcolo Differenziale 
di cui è parola nell’ Art. 85 , si era solito di esprimere , o 
implicare, due proposizioni rispetto al « cadere in difetto del 
Teorema di Taylor ». 

(1) Se il vero sviluppo di f(a+h) secondo le potenze di A 
contiene solamente potenze positive intere di A, allora nes- 
suna delle quantità f( a ), /' (a), /"(a ). . . può essere infinita. 

(2) Se il vero sviluppo ùif[a + A) secondo le potenze di A 

racchiude potenze negative o frazionario di A , allora alcuna 
delle quantità (a),/" (a), etc., è infinita, come anche 

tutte quelle che le succedono. 

Por il vero sviluppo di f(a + A) s’ intende Io sviluppo ot- 
tenuto per mezzo di qualche legittimo procedimento algebrico, 
applicabile all’ esempio in quistione , come per esempio il 
teorema del binomio. La dimostrazione delle due precedenti 
proposizioni era data nel seguente modo. 

Si supponga f(a + A) = A 0 + A t A a + A 2 A? + A 3 hi + 

essere il vero sviluppo, A 0 , A v etc., non contenendo A. Al- 
lora per ottenere f (a ) , f" (a) , etc., possiamo differenziare 
f(a + A) successivamente rispetto ad A, e porre A = 0 nel ri- 
sultato. 
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So dunque a,J3,y, sono tutti interi positivi, non 

avremo mai potenze negative di A introdotte con la succes- 
siva differenziazione di f(a + h). Quindi, ponendo A=0, non 
s’introducono valori infiniti. 

Ma se alcuno degli esponenti a, (3, y, etc. , è negativo, 
f[a + A) .e tutti i suoi coefficienti differenziali contengono po- - 
tenze negative di A, o quindi /(a), /'(«), /"(«), etc., sono 
tutti infiniti. 

Se nessuno degli esponenti è negativo, ma uno o più tra 
essi siano frazioni positive, si supponga y la più piccola di 
queste frazioni, e che sia compresa tra gl’interi n ed » + l. 
Allora f{a + A) e tutt’ i suoi coefficienti differenziali sino 
all’ n m0 inclusivamente sono liberi da potenze negative di A; 
ma /^'(«t-A) e tutti i coefficienti differenziali seguenti lo 
contengono. Quindi f n+i ( a ) è il primo coefficiente differen- 
ziale che diviene infinito, e tutti i coefficienti differenziali 
seguenti sono infiniti. 

113. Si farà uso in seguito dell’ osservazione che se per 
un valore finito della variabile una funzione diviene infinita, 
accade lo stesso pel coefficiente differenziale della funzione. 
In prova di ciò, è sufficiente notare i differenti casi che 
possono darsi. Una funzione algebrica può solamente divenire 
infinita, per un valore finito della variabile, avendo la forma 
di una frazione il denominatore della quale svanisce. Ora 
quando differenziamo una fraziono non togliamo mai il de- 
nominatore, cosi che il coefficiente differenziale ha anche 
un denominatore evanescente, e per conseguenza diviene in- 
finito. Similmente, il 2°, 3°, etc. coefficiente differenziale sono 
anche infiniti. 

x 

Le funzioni trascendenti logx ed a'', le quali diventano 
entrambe infinite quando x = 0, hanno i loro coofficienti dif- 

1 lo 0, X “ 

ferenziali, cioè - e — - a x , anche infiniti per x = 0. 

xx* x 

Le funzioni trigonometriche, come tana; e seca;, le quali 
possono divenire infinite, sono forme frazionarie, c cadono 
sotto le osservazioni già fatte. 

La proposizione non 6 necessariamente vera per le funzioni 
che diventano infinite per un valore infinito della variabile, 
come può vedersi nel caso di Ioga;, che è infinito quando x 

è infinito, mentre il suo coofficiente differenziale - svanisce. 

x 
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ESEMPI! DIVERSI. 



1. Se y — tan 



a+lx 



dy 



1 



b — ax' dx 1 + x 2 ' 



2. Se « = xtan 

x 



dy , 1 x 

dx ~ an x 1 + x 2 ' 



. _ t Vf®* + a*)+ V(^+i*) 

dy 



2x 



dx~ V(x* + a*) V(z* + **)' 

i Vi 



, a... ìW-rt-* 

„ „ ( scn x\ J . <Zy y (a; cosa; — sena:) 

5 . Se y = \—) ,enx » ^= ~ ' - —2- 1 



dx' 



sen 2 x 



log 



ex 

seu x 1 



6. Se /(*) = /'(«) = {«log? + 



a &*-«’ 



n+ft 



ad 

7. se %- ^-lnì-cr 

8 Se x = acosO + dsen0, ed y = asenO — b cosO, allora 
d m x d n y d"x d m y 

è indipendente da O. 

9. Se cos -1 1 = log ^'0 , allora 

x * inA + ( 2}l +- 1 ) * £3? + 2 »* g-o. 



dx' 



_10. Mostrare che (x — 2) e x + x + 2 ò positiva per tutti i va- 
lori positivi di x. 
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CAPITOLO VII. 



F.SEMPII DI SVILUPPO DI FUNZIONI. 



114. Applicheremo da principio lo formole del capitolo pre- 
cedente a sviluppare alcune funzioni. 

Si cerchi lo sviluppo di (1+®)"*, non essendo supposto?» 
essere un intero positivo. 

Se / (x) = (1 + x) m , 

si ha /'(a?) = m (1 + , 

f"(x) = m (m - 1) (1 + x ) m ~ t , 



f\ r) = m [m — 1) . . . [m — n + 1) (1 -f a , )’ n_ " , 
f' l+t (x) = m [m - 1) . . . (m - ») (1 + ; 

onde /(O) = 1, /' (0) = m, f" (0) = m{m— 1), etc. 

Quindi, per l’Art. 95, 



<i + *r = i + « + + ... + 

' 1.2 \n 






X 



4- j m [m — 1) . . . {m -») (1 + 0x)”‘ “ 1 ; 



Se x è minore di 1 l’ultimo termine si può rendere tanto 
piccolo quanto ci piaco crescendo sufficientemente n, ed in 
questo caso la serie infinita 



’ 1 + ?«.r + 



m ( m - 1 ) , 

1.2 a 



r etc. 



prendendo un numero sufficiente di termini, si ^uò rendere 
tanto prossima ad ( 1 4 x) m quanto ci piace. 

1. Il 
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115. Sia f[x) = a x . 

Per gli Art. 95 e 79, abbiamo 

a x = 1 + x Ioga (log a) 1 + . . . + (log a) n 

x- n+ 'a 0x (loga) n+ ' 

+ I n + 1 

Quindi, cambiando a in e, e rammentandosi che 



log 0 = 1, 



x° 



X " 



x»+u 



fix 



1> ! 

e ~ ^ + X + yjj + fo + • • • + ! f" ' -, 

1.2 [3 \n n+1 



Il termine 



x n+ ' g° x 
1 » + 1 



può essere reso tanto piccolo quanto si 



vuole crescendo sufficientemente ». Quindi possiamo scrivere 
é* = 1 + x + — + £| + etc., all’ in/. 

Si ponga x — \, ed abbiamo 

#-1 + 1 + L2 + [3 + [4 f 6tC ' 

Questa serie può essere usata per calcolare il valore ap- 
prossimato di <?, e possiamo mostrare per mezzo di essa che 
e deve essere un numero incommensurabile. 

116. Sia /(z) = sena\ 

Per gli Art. 95 e 78, 

X 3 X 8 

senx = x — ps + rg;— 

li li 



+ 



oc* /n~\ M /n + 1 . \ 

i 5 sen VaJ + se - 2 -^ + 



L* + 



Similmente 



, rr* x k 

COS X — l - =-K + r-r — 



1.2 [4 



X n ( mt\ x n+i /n+1 . \ 

i C0 HV J + PITI “ s ' + 0l ) ■ 



2 / \n 
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Negli Art. 115 e 116, lo studente vedrà che l’ultimo ter- 
mine può rendersi tanto piccolo quanto ci piace, qualunque 
sia il valore di x, se a è preso sufficientemente grande. 

117. Sia /(x) = log(l+x); 
onde /'(z) = T-Led/'(0) = l, 

f"( x ) = - (T^j5 ed /" (°) = ~ !» 



/"(*) = 



( — l) w ~* \n — 1 

(T+àf 



ed/'* (0) = (_!)«-« | «~1 ; 



quindi, per l’Art. 95, 

, „ , re* x* ( — 1 )”-* „ 

log(l + x)=a: — + ...+ — ^ — x” 

(_l)n x »-H 

+ (*+l) (l + tìx)^ * 



In questa serie, se supponiamo x positivo e non maggiore 



dell’unità, allora, siccome 



(t 



x 



+ 0x) 






non può essere mag- 



giore dell’unità, l’errore che commettiamo, fermandoci al 
(-!)"-« x 11 . . ,. 1 



termine - , non è maggiore di vale a dire, 

n n + 1 

può essere reso tanto piccolo quanto ci piace crescendo n 
sufficientemente. 

Se si cambia il segno di x, abbiamo 



1/1 \ ( 
log(l-x) = -x— g-j - 



«"+ 1 



n (» + l)(l-0x)’ lil ’ 



la quale non dà una forma molto conveniente al resto. Ma 
per l’Art. 110, possiamo ancora scrivere 



log(l-x) = -x-f-^ 



x n (l-0) n ®"' f ' 
n (1 — 0 x )" +1 ’ 
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iu cui 0 ò tra 0 ed 1 ; 



ora 



(1 - 0 )" x 11 ' • fx-dxY 
-Oa-r* “Vi- 



le 



(1 — Ox) 



Or/ 1 — Or ’ 



x— Ox 



Se x è minore dell’unità, accade lo stesso per T — , ed 
(x— OxV* 1-Or 

( -j — — J si può rendere tanto piccolo quanto ci piace pren- 
dendo n sufficientemente grande. 

Quindi, se n ò preso sufficientemente grande, il resto si 
può rendere tanto piccolo quanto ci piace. 

118. Negli esempi i precedenti, abbiamo potuto scrivere il 
termine generale della serie, ed il resto dopow+1 termini. 
Ma so/ r) fc una funzione complicata, resprcssione di/'*(x) 
sarà generalmente troppo lunga per essere adoperata. Perciò 
non è raro di proporre quistioni come « sviluppare, col Teo- 
rema di Maclaurin, e c logli + x) sino al termine che contie- 
ne x 5 . » Qui non si richiede il termine generate , o il resto , 
o di mostrare quando, per lo scopo della valutazione nume- 
rica, il resto può essere trascurato. Noi procediamo nel se- 
guente modo. 

/(*) = «* log (1 + x) , 
onde 

Per l’Art. 80, 

'f(x) = e* log(l+») 
onde 



f"{x) = e r log (1 + x) + 
onde 

f'"(x) = e r log(l tx) + 
onde 



/( 0 ) = 0 . 

e* 

T+x ’ 

/' (0) = i ; 

2e x _e 
1 +x 
/"( 0 ) 

3<r* 



(!+*)*’ 

1; 

3e T 



/ ,v (x) =r r log(l + x) + j 
onde 



1 + .r (1+x) 1 

/"' ( 0 ) = 2 ; 

AeF 6e x 



+ 



+ 



2 <? 

(1+x) 3 

8e* 



6e x 



(1 + x) 3 (1+®)* 



/ r (x) = e T log (1 + x) + 
onde 



x (1 + x)* 

/>' ( 0 ) = 0 ; 

10e x 20e T 30e x 24 



;• 



1+x (l+x)* T (ì+x) 3 (1+x) 1 ”*" (1+x) 
/' (0) = 9. 



fi 5 ’ 
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•j‘% 2 9 r 5 

Quindi e* log (1 + x) = a: -|- -g- + jg- + -jy + ctc. 

Questo risultato può verificarsi moltiplicando lo sviluppo 
di e* per quello di log'fl+xj. 



119. Metodi di sviluppo più o meno rigorosi sono spesso 
adoperati per casi speciali dei quali procediamo a dare esem- 
pii. Noi non poniamo importanza sopra di essi come inve- 
stigazioni esatte, ma essi possono servire come esercizii nella 
differenziazione. 

Sviluppare tan -, x secondo le potenze di x. 

Supponiamo tan~' , x=i4 0 + A^x + Afl* + — + •4„x n + etc (1). 

Differenziando i due lati rispetto ad x , 

si ha — - - = A t + 2A r r + ... + nA^x 11 ^ + etc (2). 

1 ~j 00 

Ma - * „ = 1 — x 2 + x* — a. 6 + x 8 — etc (3), 

1 + a* 



per mezzo della semplice divisione, o col teorema del binomio. 

Eguagliando i coefficienti delle potenze simili di x in (2) 
e (3 j, abbiamo 

A l = 1, 

A 2 — 0 , 

•^3 = — ì * 

A t = 0 , 









e ponendo x—0 in (1), otteniamo j 4 0 =0; quindi 



/jr»5 /Jj7 

tan~>x=x— y + y — y + etc. 



Questo esempio può anche essere trattato facilménte col 
metodo rigoroso già usato negli Art. 114-117. Apparisce 
dall’Esempio 18, pag. 66, che l’» m ® coefficiente differenziale 
di tan -, x è 

(-l)' 1 -' |»-1 (ìlT, \ 

L— - sen ( y — n tan 'x j. 

(1 
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Quindi abbiamo 
*x = 



x 3 x 5 x n 

tan X x — x— -k' + t — ■•• + — 
do % 



n - 1 

(tt + 1) (l + 0 2 x*)~ 



sen 



(-1)"-* sen^ 

| ,n-r-l)K _ + Qj j_ 



E se x è numericamente minore di 1, l’ ultimo termine può 
essere reso tanto piccolo quanto ci piace crescendo sufficien- 
temente ir, sicché la serie infinita 



x* x 5 x 1 
x ~3 + 5 ""y + - 



prendendo un numero sufficiente di termini, può essere con- 
dotta tanto vicino quanto ci piace a tan"*x. 



120. Sviluppare sen *x secondo le potenze di x. 
Supponiamo sen -, x = .<4 0 + A,x + A t x* + . . . + A n x? + etc. (1). 
Differenziando i due lati, si ha 



1 



va-**)- 

i 



=:A t + 2A z x + 3^ 3 x* + .. . + nA n x n 1 + etc. (2). 

....(3), 



Ma y(I^= 1+ l* + ^ + i^ +e ‘ c 



pel teorema del binomio. 

Quindi, paragonando i coefficienti in (2) e (3), si determi- 
nano A,, A 2 , etc., e ponendo x=0 in (1) si ha -d 0 = l. So- 
stituendo in (1), abbiamo 

sen-x = x + ^f + ^. 5 +etc. 



121. Sviluppare e asen * x secondo le potenze di x. 
Si ponga 



allora 



e atm '* = y. 



a 



_ .a sen ~ * * . 

dx \I (1 — x*) 



( 1 ). 

(2), 



d'y _ a sen 'or a ‘ 

W' 6 



- xae' 



,aten ~ *® 



-. . . . (3); 



(1 -T 
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quindi (1 - »*) 0 - ■ ® g = «V (4). 

Supponiamo y = +.4,®+ .4*®* + 4 3 .'c 3 + ... + A n x n + jtc. (5); 

quindi ^ = A t + 2A ì x+...+ nA„x? l ~ ì + etc., 



<Py 

dx* 



= 2A t +... + n(n—l)A ll x ,l ^ t + etc. 



Si sostituiscano questi valori di y, 



dy dry 

dx' dx* 



, in (4), indi 



si eguaglino i coefficienti dello potenze simili di x nei due 
lati, ed otterremo 

A a*+n* A 

(* + 2 ) " 1 

L’equazione (6) ci abilita a determinare A 2 , A 3 , A t , etc., 
quando conosciamo A 0 ed A t . 



— o e a sen ~ i •b 
dx 



A t = a- 



, per x — 0, ed 
a 



V(l-x 2 ) 



, per x=^0; 



Ma A 0 è il valore di y o e asen ,J? 

A* 

onde d 0 ;=l, 

Quindi, per (6), 

, _ , _ « 2 
L2 IÌ2 ’ 

4 _« 2 +l t (a* + l)« 

* “ ~ 23 ~ A '~ [3 ’ 

etc.; 

adunque e n *"* * x = 1 + ° ** 

.y + i)y+»^ +tte 

L» 

, Poiché e° s<,, ‘ 1 x = 1 + a sen -, x + ^(sen _, j") 2 f etc., 

1 
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abitiamo, eguagliando i coefficienti di a in questa serio, c 
nel risultato testé ottenuto, 



sen 



1 .r 5 1.3 x 3 

,r “ * + 2 ’ 3" + 2A ' '5 + etc ‘ 



cóme già si è trovato. Del pari eguagliando i coefficienti 
di a 2 , abbiamo 

2 2 2 2 .4 2 2 2 .4 2 .6 2 

(sen-- »)» = * + 33 »» + «■ + 3.4. 5 , 6 , 7 „ 

122. Si voglia lo sviluppo di sen (wscn -, a - ) secondo le po- 
tenze di x. 

Ponendo y per questa funzione, possiamo mostrare che 

ov dhj dii „ 

(1 — x 2 )-~ = x — m 2 y. 

1 ' d.v 2 dx J 

Procedendo come nell’ Art. 121, troviamo 

. (»+l) (» + 2M n+t =(»*-w*)4„ e 

m w(l 2 — m 2 ) , «fi 2 — ?w 2 ) (3 2 — ?» 2 ) 
sentaseli 1 jc =-j-aM L - pr i x 3 -| — i-^ ' 

1 L5 li 

123. Similmente cos(«sen -, x) 



a^+etc. 



= 1 



m 2 



, « 2 .2 2 -m 2 ) . « 2 (2 2 -« 2 ) (4 2 -« 2 ì „ 

r* r** ' 7*0 pfr» 

1.2 [4 [6 



ESEMPII. 

1. Se e* r (3— x)— Are 1 — x — 3 si sviluppi col Teorema di Mac- 

laurin, il primo termine è — rp-. 

L?. 

2. Sviluppare log(l + e x ) secondo le potenze di x. , 



x ' 



i2w. log 2 + ^ - 






2 1 2 3 2 3 [4 

3. Sviluppare e TSI ' nx secondo le potenze di x. 



+ etc. 



His. 1 + ,r 2 -f -g- -f- etc. 



2x s 

4. e x sec.r=l p.r ! ,r* i — L C *tc. 
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6. ^ (1 -f 4x -f 12x 2 ) = 1 + 2x + 4x 2 + etc. 

7. («* + «-*)»= 2 n | 1 + i|.r* + - ?*" 2ìl x* + etc. 1 

« , . «x* n[ 3»-2)x 4 » j 15 [m — 1)* + 1 la* 

8. icos x w = 1 - i-ò + - ì'j — L — nr — 



1.2 



u 



16 



+ etc. 



x* 2x* 16x fl 16x17 x 8 



9. -108008*=^ + ^. + -^+. 

x 2 4x* 31x* 



18 



10 . c™* = e]\ -~+ 



rT.2 h u _ i6 



31x* , 1 
“16" ) 



11. scn 1 (x + A) = sen ’x + 



A 






x 



A 2 



+ 



1 + 2x* A 3 3x (3 + 2x*} A* 



il» 



+ ■ 



(1 -x 2 ) 2 
x 2 2x 5 x* 



(1 — x : 



À li 



+ etc. 



12. log (1 - x + x 2 ) =-x + -g- + -3-+ 4- 5 

X 1 X 3 

a “ 2 3X 3 4 2.4 5a 3 



13. log | x + V (a 2 + x 2 ) } = log a + - - \ ~ ‘ B 



14. log (1 + sen x) = x - + -g- . . 

1S> * f — 1 -f- x + 2 6 24 . 



16. Per quali valori di x è in difetto il Teorema di Taylor, 

se y = — — I# ^2 ^ | > e quale ò il primo coefficiente 

differenziale clic diviene infinito? 



1 . 



12 
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DIFFERENZIAZIONE SUCCESSIVA. DIFFERENZIAZIONE 
DI UNA FUNZIONE DI DUE VARIABILI. 



124. Nell’ Art. 77, abbiamo definito il secondo coefficiente 
differenziale di una funzione essere il coefficiente differen- 
ziale del coefficiente differenziale di questa funzione. Il coef- 
ficiente differenziale del secondo coefficiente differenziale è 
stato chiamato il terzo coefficiente differenziale , e così di 
seguito. Considereremo ora sotto un altro aspetto questi suc- 
cessivi coefficienti differenziali. 

125. Sia y=/[x ), 

y + Ay =f(x + A), 

onde Ay =/(® + A) —f[x). 

Nel secondo membro dell’ultima equazione si muti x in a?+ h 
e si sottragga il valore primitivo; otteniamo così 

f(x + 2 h) -f[x + h) - \f[x + h) - f{x ) j, 

o f{x + 2 h) -2 f[x + h) +f[x). 

Questo risultato , d’ accordo con la nostra stabilita nota- 
zione, può essere dinotato con A [Ay), che si abbrevia in Ahj. 
Quindi 

A 2 y =/(x -1- 2 h) - 2f[x + h) + f[x). 

Similmente A ( Ahj ) o A 3 y sarà eguale a 

f(x + 3 h) - 2 f[x + 2 h) +f[x + h) 

-\/(x + 2k)-2/[x + h)+f(x)\, 
cio?>, A 3 // =/(® + 3*)- 3/(.r+2A) + 3f(x+h)-f(x). 
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126. Seguendo il metodo dell’ultimo articolo, si troveranno 
le espressioni per Ab/, A 3 !/, etc. Pel nostro scopo non cer- 
cheremo l’espressione generale di A "y. Sarà facile, però, al 
lettore di mostrare, con una pruova per induzione, che 

A n y =/(& + nh) - nf\x + (»- 1) A} + ® + (»- 2) A } — . . . 

+ »/(x+A)+/(x). 

127. Mostrare che il limite di è . 

Abbiamo, per l’Art. 125, 

A 2 y =/(* + 2A) - + h) +/(*). 

Ma, per l’Art. 92, 

/(*+ 2 A)=/(x) + 2 A/'(x) + ^V(*) + j3-/ w (®+28A), 

js A 3 

f[x + A) =/(x) + A/' (x) + (x) + (x + 0,A), 

6 e 0, essendo frazioni proprie. Quindi 
A 3 

A*y = A 2 /" (x) [ 4/"' (x+20A) (x + 0,A) }. 

Si dividano ambo i lati per A*, o sia per (Ax) 2 , e quindi 
si faccia diminuire A indefinitamente. Si otterrà 

lhnite di 

cioè, il limite di 

Ax 2 «x 2 

128. Il risultato dell’ ultimo Articolo può essere generaliz- 
zato col metodo induttivo di dimostrazione. Supponiamo 

A”y = A”/' 1 (x) + A* + « <J/ (x) (1), 

in cui <]/ (x) è una funzione di x ed A , che rimane finita 
quando A si pone = 0. Da (1) abbiamo 

A n+ «y = A 1 •/* [x +A) + A n+, t{/(x + A)~-| h n f n (x) + A*** $ (x) j 

= h n i /" (x + A) -/■ (*) 1 + A N+ * 1 4» (x f A) - <Kx) !• 
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Ora, por l’Art. 92, 

1,2 

r (* + h) (*) + (*j + 1 2 / n ! s [x+ oh : , 

<ì* (x -!■ h) -<J»(x) + hi/' (x + 0 t h), 

quindi 

A“ +, j/ = A nH f* +ì [x) + A" + * { ’-Z" * 1 (x 4- O/a) + tj/ [x + 0, h) j , 

= A n+, /' ,+ « (x) + h n+t (x) (2). 

L’equazione (2) ci mostra che, ammessa la verità di (1), 
possiamo dedurre per A n,, y un valore della stessa forma di 
quella supposta per A n y. Ma l’ Art. 127 dà per A 1 ;/ un’espres- 
sione della forma supposta; quindi l 3 y ha la stessa forma, 
e cosi anche A 4 j/, e generalmente l"y. 

Dall’equazione (1), dividendo i due lati per h n e poi di- 
minuendo h indefinitamente, abbiamo 

limite di — /"{x j; 



eioi*, il limito di 




129. Sinora abbiamo considerato solamente funzioni di una 
variabile indipendente; vale a dire, abbiamo supposto nell’e- 
quazione y—/(.r), che sebbene quantità dinotate da simboli 
come a, b, etc. potessero trovarsi in /(x), pure esse non fos- 
sero suscettibili di alcun cangiamento. Supponiamo ora che 
si abbia l’equazione 

U-X^ + XIJ + IJ 2 , 

e dinoti y una quantità costante ed x una variabile, si ha 



da 

dx 



2x + y. 



Dalla stessa equazione, se x è una quantità costante ed y 
una variabile, si ottiene 



du 

dy 



- 2;/ + x. 



Naturalmente non possiamo considerare nello stesso tem- 
po x come costante e variabile; ma non vi sarà alcun as- 
surdo se in una occasione e per uno scopo consideriamo x 
costante, ed in un’altra occasione e per un altro scopo la 
consideriamo variabile. 
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130. Se x ed y dinotano quantità tali che ciascuna di esso 
può variare senza alterare l’altra, esse si dicono variabili 
indipendenti , ed ogni quantità u, il valore della quale di- 
pende dai valori di x ed y , si dice una « funzione delle va- 
riabili indipendenti x ed y; » 



du d 1 u d s u 
dx’ di 1 ’ Sr 5 ’ CtC ‘ 



dinotano i successivi coefficienti dif- 



ferenziali di u , presi nella supposizione che la x solamente 
varii ; 



du d-n d?u 
dy ’ dì/ 1 ’ dy 

cessivi di u, presi nella supposizione che la y solamente varii 



. . . , dinotano i coefficienti differenziali suc- 



1 31 . Se u è una funzione dello variabili indipendenti x 
du 

ed y, allora - - sarà anche generalmente una funziono di* 

( ZOO 

ed y. Quindi possiamo avere occasione di considerare i suoi 
coefficienti differenziali rispetto ad * o ad y. Il primo è di- 
notato da 

(Pn 

dx 1 ’ 



come già si è stabilito; l’altro ò dinotato da 

, du 
d- r- 
dx 

dy ’ 

il quale si abbrevia in U , . 

dy dx 

Similmento, tanto che saranno generalmente 

dx 1 dy dx 

funzioni di x ed y. Queste possono essere differenziate rispetto 
ad * e ad y. Quindi usiamo simboli corno 

d 3 u d t u d 3 u _ 

dy dx 1 ’ dx dy dx ’ ° dy 1 dx ’ 

il significato dei quali può essere raccolto dalle osservazioni 

d^u 

precedenti. Per esempio, -= — - — - indica che debbono esc- 
i dx dy dx 

guirsi -tre operazioni : dobbiamo differenziare n rispetto ad x, 
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supponendo y costante; la funzione che risulta deve essere 
differenziata rispetto ad y, supponendo .r costante: quest’ul- 
timo risultato deve essere differenziato rispetto ad x, suppo- 
nendo y costante. 

132. Considerando l’equazione y—f(x), in cui abbiamo 
una variabile indipendente, lo studente poteva rapportarsi 
alla geometria analitica per avere illustrazioni della natura - 
di una variabile dipendente e di un coefficiente differenziale. 
Si veggano gli Art. 35-43. In simil modo, so egli ha co- 
noscenza degli elementi della geometria a tre dimensioni , 
troverà sussidio pel presente capitolo del Calcolo Differen- 
ziale. Per esempio, l’equazione 

z = ax + by + c , 

rappresenta un piano; x ed y sono due tariabili indipendenti, 
di cui z è una funzione. Qui 



dz 

dx 



a , 



dz , 

— 0 j 

dy 



cPz 



o tutt’i coefficienti differenziali di ordino supcriore, , etc.. 



svaniscono. 



Ancora, z = yj (r* — x 2 — i/ 2 ) • (1). 

è l’equazione di una sfera. Se passiamo da un punto sulla 
sfera, di cui le coordinate sono x ed y, ad un altro di cui 
le coordinate sono x P A.r ed y, noi variamo x senza variare y. 
Se in questo caso il valore della terza coordinata è z + Az, 
abbiamo 

z + Lz = J\r ì -y t -{x + \x)*\ (2). 

Da (1) e (2) possiamo trovare ed il suo limite che di- 



d/Z 

notiamo con — , sarà —m = 

dx v /(r* — x 2 — y 2 ) 

Il procedimento è lo stesso come se si avesse 
z=yj(a*-x*), 

in cui a è una costante; dalla quale si deduco 



dz — x 
dx~ \|[a i —w i } , 
e filialmente si pone > -2 — y 2 per « 2 . 
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Da un’altra parto, se passiamo dal punto (x, y) ad un punto 
che ha x ed y + \y per sue coordinate, abbiamo, come sopra, 

z + Iz = V 1 r* - a 2 - [y + Ay)* i (3). 



Ora, in (2) e (3) abbiamo usato A:; ma non intendiamo 
che il valore attribuito al simbolo sia lo stesso nei due casi. 
Se vi fosse pericolo di errore col confonderli , si potrebbe 
usare A 'z in (3), o qualche cosa di simile. Ma nel fatto noi 
usiamo solamente (3j per aiuto nel formarci un concetto 



di e siccome consideriamo 4^ e ~ quali simboli interi 
dy dx dy 



non suscettibili di decomposizione, non può mai sorgere la 



quistione. 



« È il dz in ~ lo stesso che il dz in 

dx dy 



133. Quando u è una funzione di due variabili indipen- 



denti , i coefficienti differenziali 



du du d 2 u d l u 



-, ctc., 



dx ’ dy ’ dx- ’ dx dy ’ 
sono spesso chiamati « coefficienti differenziali parziali ». 
Ciascuno di questi coefficienti differenziali si ottiene per 
mezzo di una o più operazioni, ciascuna operazione essendo 
condotta nella supposizione che solamente una delle possibili 
variabili x ed y sia attualmente variabile. 

X 

Supponiamo per esempio w^tan -1 allora 



du 


V 


du 


X 


dx ~~ 


x 1 + y 1 


dy ~ 


x* + y 2 ' 


dru _ 


2xy 


dr u _ 


2xy 


dx 1 ~~ 


(x' + yT 


dy * 


(x* + y*)*’ 



e così di seguito 



du 

Differenziando — rispetto ad y otteniamo 

(XX 



du 

a dx &-y* m 
dy ~ (x* + y*)* ’ 
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c differenziando — rispetto ad x abbiamo 
du 

( dij _ .T»-y* 

~ctx ~ ( X * + y 1 )* ’ 

Così vediamo clic in questo esempio 



1 *■ 

18 * 18 * 

ii 


du 

di/ 


1), 


dy 

o, come può scriversi, 


dx 




cPu 


<Pu 


(2)- 


dy dx ~~ 


dx dy 



Dimostreremo nel prossimo articolo elio questo risultato è 
vero in generalo. Dei due modi di scrivere il risultato dato 
in (1) e (2) il secondo ò il più comodo, ma esso ha lo svan- 
taggio di far sembrare ovvio allo studente il teorema clic 
dobbiamo dimostrare, poiché gli suggerisce di dover sem- 
plicemente paragonare due frazioni. Ma come abbiamo già 
osservato, un simbolo di coefficiente differenziale è definito 
come un tutto, c non devo essere decomposto in un nume- 
ratore ed un denominatore. Si veggano gli Art. 26 c 77. 



134. Se u è una funzione qualunque delle variabili indi- 
pendenti x ed y, 

du du 
d dx d dij 
dy dx 

Sia u = tf(x, y); si muti x in x + h, allora per l’Art. 92, 

fJ/%! 7i 2 

? (* + h, y) = ? (a-, y) + A ^. + -g ?" (» + O/i, y); 
possiamo perciò scrivere 

? (* + A» y) - <P (<r. y) = * J x + Vv (!)• 

in cui v è una certa funzione di x ed y, che rimane finita 
per h — 0. In (1) si ponga y ! h invece di y; allora il primo 
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du 

membro diviene <s(x + h,y -\-h) — tp(x,y + £); per l’Art. 92 — - 
du , ^ 

d u d x 

diviene -y- -t- k > < < '< + &*£, in cui £ rimane finita per k = 0; 
(ijj ay 

e v diviene v + ka, in cui a ò una quantità che rimano finita 

dv 

per k= 0, poiché essa tende a -- come suo limite. Così 

- da 
d -- — 

c (x+ h, y + k) - y{x,y + k) = A ^ + hk + hk-} 

4 -Wv+hVìa . (2l. 

Si sottragga (1) da (2); si avrà 
<? (x + h,y +h)-a(x+ h, y) - ? (x, y + k )+ c (,r, y) 

, du 

d -j- 

= hk + h'ka + Afc*3. 
dy 

Si divida per hk, ed indi si suppongano h e k diminuire 
indefinitamente; così 



, du 

_fs 

% 



al limite quando h o k svaniscono di 



c i(z-}-h,y + k)-'f(x + h,y)-o{x,y + k) + 'f{x ,y ) 
hk 

In un modo simile cambiando “prima y in y -f k, e dopo x 

, du 

d y 

in x + h, possiamo dimostrare che — è anche eguale al 
limite precedente. 

^ du » , du 
Quindi dx dy 

dy ~~ dxn 

135. L’oggetto dell’Articolo precedente si è di provare che 
; ciò si ò fatto mostrando che ciascuna di que- 



tly dx dx dy 

ste quantità è eguale al limite di una certa espressione. Quale 
1. 13 
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sia questa espressione è relativamente cosa di poca impor- 
tanza, ma è interessante notare l’analogia del risultato con 
quelli negli Art. 127 e 128. 

Dimostrazioni della proposizione dell’ articolo precedente 
alle volte sono state date che sembrano più semplici di quella 
qui adottata, ma che mancano di rigore. In particolare tal- 
volta si suppone una cosa clic merita di essere notata. Per 

, dn 
a -y 
dx 

ottenere-- , secondo la definizione del simbolo, si fanno 

dy 

le seguenti operazioni. ( 1 ) Nella funzione u poniamo x + h 
per x, si sottrae il valore primitivo dal nuovo valore, e poi 
si divide per h. (2) Troviamo il limite del risultato per 
h — 0. (3) Poniamo allora y + k per y, si sottrae il valore 
primitivo dal nuovo valore, e poi si divide per k. (4) Tro- 
viamo il limite del risultato per A = 0. Ora spesso si suppone 
che possiamo fare la terza delle precedenti operazioni prima 
della seconda invece di dopo di essa. Ammettendo ciò il ri- 
sultato richiesto si ottiene prontamente; infatti dalla prima 
. 9(® +A,y) — 9(arsy) 

operazione si ha ! — , quindi dalla terza si ot- 

ti 

tiene 

9 [x+h,y k) - 9 [x+ k, y) - c (x, y + k) + 9 (x,y) 
hk ' 



e secondo ciò che si è supposto, il limite di questa espres- 



sione e 



, dn 
dy 



d 



In modo analogo si trova che 



dn 

dy , 



dx 



ò anche 



eguale allo stesso 



limite. 



Un’ altra osservazione deve farsi per non incorrere in un 
possibile errore. Nella dimostrazione dell’ Art. 134 abbiamo 
usato v per \o"(x + d h,y); in questa espressione tutto ciò 
che si conosce di 0 si è che sia una fraziono propria, e non 
si deve supporre che sia funzione di x solamente. Quindi 
quando si muta y in y + k il valore di 0 muterà general- 
mente. Ciò non altera ljp. dimostrazione precedente, poiché 
non era necessario in essa di trovare attualmente il valore 

di^; ma il supporre che 0 non muti al mutare di y ha 

reso inesatte alcune dimostrazioni che sono state dato della 
proposizione nell’ Art. 1 34. 
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136. L’importante principio dimostrato nell’ Art. 134 si 
enuncia cosi « L’ordine delle differenziazioni indipendenti è 
indifferente; » o puro vi si allude come al principio della 
« convertibilità delle differenziazioni indipendenti ». Esso può 
essere esteso ad un numero qualunque di differenziazioni 
sicché se una, funzione di due variabili indipendenti, x ed 
y, si deve differenziare m tolte rispetto ad x, ed n tolte 
rispetto ad y , il risultalo sarà lo stesso in qualunque ordine 
si eseguano le differenziazioni. Nella dimostrazione di questa 
proprietà dobbiamo applicare solamente il teorema dell’Art. 134 
ripetutamente nel modo mostrato nell’esempio seguente. 



Dimostrare che 



d 3 n 



d'u 



dy* dx 


dx dy * ’ 




d dln 


d?u 


dy dx 


dy * dx ~ 


dy ' 




d 




dx dy 




ày 




d~‘ii 



, per definizione, 



, per definizione, 



dy dx dy 

drv dii 

dy dx dy 



d*v 

dx dy ' 



per l’ Art. 134, 



d 3 u 

dx dy 2 ’ 

137. Se n è una funzione delle tre variabili indipendenti, 
x, y, z, abbiamo in simil modo 

drU d i 1l 

dy dz dz dy ' 

d*u (Pii 

dx dz dz dx' 
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d 3 u (Pu 

dx dy d>j dx ' 

d 3 u d 3 u _ d 3 u 

dx dy dz ~~ dx dz dy ~ dz dx dy ’ 

c cosi di seguito. 



ESEMPII. 



I . Se u = 



xhj 



’ 



d ì U (Pu 
trovare — — c 



dx dy dy dz 



2. Verificare nei seguenti casi l’equazione 



(Pii (Pu 
dx dy dy dx ’ 

u — x sen y + y sen x , 
u — x log y , 
n = x v , 



V 

u — log tan - , 
ay — bx 

U = — , 

by —ax 

u = y log (1 + xy). 

- 3. Se u = AxzPif' + Bx^yV + Cx'Uf' + ctc. , 
in cui a + a' = p + §' = 7 + 7 ' ctc. = n , 

. du du 

mostrare che x + y ~r = nu. 

/ dx dy 

In questo esempio u si dice una funzione omogenea di u 
dimensioni. 

t 

• 4. Se « è una funzione omogenea di n dimensioni, mostra- 
re che 

(Pu (Pu , ..du d*u (Pu . du 

X dx i + 9 dxdy~^~^Zv’- X dxdy + y dj/ i ~ di} ' 
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• 5. Se u è una funzione omogenea di n dimensioni , mo- 
strare che 



. d 2 u 



ePu 



(Pii 



- s? =*(<*-•)*■ 

^6. Verificare i teoremi negli Esempii 3 e 4 nei seguenti 
casi : 

u = [x + y) 2 , 
xy 



« 



x-i-y 

S. 



u = V (ir* + y *). 

— • 7. Se u = a: 3 2 * -f -f x 2 y 2 z 2 , mostrare che 

Gc'yz' + Syz. 

8. Se « = e*!'- , mostrare che 

j^=(l + !M + ***).■'». 

9. Se % — y sj [a 2 — se*) + a; «/ (a* — y*) , mostrare che 
du d% 
dx dy 



du du , ni ,, , ». / dPu Y 



10. Se « = tan - ' 
ePu 



xy 



V (1 + »* + !/*) 

1 



«fc? dy) V (« 2 ~ 3;! ) V ( a * - !/*)' 
, mostrare clic 



^ (1 + z 2 + y*)* ’ </X ’ 2 ^ ( 1 + a* + y 1 ) *• 

__ 11 . Se # = a?V(a*-Y) V(« 2 -^)+y V(« s -- 2 ) 

-t-a <J[cP — «*) \/(a 2 — y-)-xy:, 

mostrare che 

- V(«*-**) V(« 2 -’/) v/(« 2 -- 2 ) V(« 2 -* 2 ) 






ig. 
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12. Se u — log [x* + >/ -f s 5 — 3x1/:) , mostrare die 
1 <Pu 1 du du du 



6 dx dy dz 3 dx dy dz 
3 



= e 



du du du 

— i a = , 

dx dy dz x y + z 

d*u ^ d?u 
dx dy ' dy dz dz dx 

9 



+ 2 ^4 +.2 ~ Z - + 2 

di' dx 2 di/ 



t/*W 



d e u 



dx 2 t/t/ 2 t/s 1 h t/j 3 t/y 2 t/s 1 dx 1 t/y 3 t/s (j + y + s) 4 - ’ 

</ J tt t/*w t/ 2 « 3 

dx 1 *" di/ ^ t/s 2 (x-ìr V + z / ’■ 



c/ 6 » 



' + 



[■£ + y + s) 1 ’ 

rf fl jt • 360 



d 5 u d z u d 5 u 

+ ■ , ;-777- + 



72 



djpdydz r dxdy 3 dz 1 dxdydz 3 (x + V .+ s) 5 
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CAPITOLO IX. 



TEOREMA DI I.AORANGE E TEOREMA DI I.APt.ACE. 



138. Si supponga y = s + xo (y) (1), 

in cui s ed x sono indipendenti , e si cerchi di sviluppare 
■f(y) secondo le potenze ascendenti di x. Si ponga n per/(i/), 
allora, pel teorema di Maclaurin, abbiamo 



du„ x* d 2 n„ x 5 d s u„ 

: = ,, « + I ¥ + 15rf? + [3 ( F + (!tC '’ 



mcrn^,— , 



du a d ì u„ 



du d ì n 



, . , etc. dinotano i valori di u, — , , etc. 

dx * dx dx i 



quando x si pono = 0 dopo la differenziazione. Procediamo 
a trasformare questi coefficienti differenziali di « rispetto 
ad x in una forma più conveniente per determinare i loro 
valori quando x = 0. Mostreremo dapprima che 




supponendo v una funzione delle quantità indipendenti x è s . 
ed F[v) una funzione qualunque di v. 

Per stabilire (2) basta osservare solamente che il primo 
membro è 






d 2 v 

dx dx ’ 



ed il secondo è 



.dvdv „ , , d*v 



dz dx ’ 

e queste due espressioni sono eguali per P Art. 134. 
Da (1) abbiamo 

^ = tf (y) + x<f'(y)p x , 
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onde 

Inoltre 

onde 

Quindi 

Di più 

onde 

Quindi 



Ancora 



TEOREMA DI I.AORANGE. 



dy ? (y) 



dx ' 1 — xy' ( y ) ' 



1 



dy = 

dz 1 - a;?' (y) ' 

d JL = 0 U,)^. 

da; ‘ • dz 

du __ du dy clu _ dii dy 
dx ~ dy dx dz dy dz 



du , . dii 

,5 = ’<»>£ 



(»)• 



d i u d ( , . dii) 

p »" 01 ' 6 *=/(i/)i 



d^ 

dz 

d 

dz I. 



?(y)/'{y)£} i )cr ( 2 ) 

du) 
du) 



=E{«n*sl^( 3 ) 



d s w d 2 



da* dx dz 



du) 

?w) • di ) 1 



=^j{?fe'n , Sìi»' , ' , ’ Art ' 134 - 

=£^n ! s}p“( 2 ;. , 

=^{»in , 5} p« (a- 
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Supponiamo, secondo questa legge, che 
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d n u d n 1 dti{ _ 

d7 l ~ dF^ ì ? [ì JÌ 1 dz ) ; 



allora 



4?**% 



d n 



4 



dx dz n ' 
d n 



? (y. 



in du\ 

1 dz\' 

n dtt) 



= dP^Txl^^ 2=1* pcr rApt 134 ’ 

=&A^t\ r° r < 2 '' 






l«+l 

1 74’ 

d n u 



il che mostra che l’espressione di —- ll segue la stessa legge 
d n ~*u dx 



che quella di --- . Quindi, siccome questa legge è stata 
d~io 

dimostrata valere por -r— e , essa vale in generalo. In 

d"n dx dx 

ip dobbiamo porre x — 0 dopo che la differenziazione è 



dx' 1 



d n u 



stata eseguita; ma quando trasformiamo con la formola 

(LX 

precedente, in una espressione che racchiudo solamente coef- 
ficienti difierenziali presi rispetto az , possiamo porre x = 0 
prima della differenziazione, poiché x deve essere conside- 
rata come una costante nel differenziare rispetto a z. Quan- 
do x — 0 , 

?/ = 2 , 



onde 



9 («/) = ? (*) » 
du 9 _d/[z)_ 
dz ~ dz • ’ 

§= 9 (--)/'(=), 



cPv, 

dx 



?=él7Pnvi=)|. 



l. 



14 
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e così 



/(#) =/(*) + itw/'w + {- 2 ^ {? i*n ! /'w} 

+ |£s=r{?^nv'(-)} + etc. 

Questo risultato si chiama il Teorema di Lagrange. 

1 39. Supposto y = F { z + x? (y) \ ; 

si cerca lo sviluppo di f[y) secondo le potenze di x. 

Si ponga t per z + x o {y) ; allora 

dy dF dt dF f , . , , . dy) 

Tx=luix=Tt {?M+*»M S {. 



onde 



? [y) — 

dy 9U/i dt 
dx~ dF ’ 



del P ari è=irs = w{ 1 +I?,! ' ) s}’ 



onde 



Quindi 



dy 

dz 



dF 

dt 



l-x? (») W 



*!=*(„) 



Da ciò, nello stesso modo che nell’ Art. 138, deduciamo 
che 



d n u d n ~' f du) 

dF 1 ~ dz“-' \ 9 MI dz) ’ 



in cui u =/(y). 

Se poniamo x = 0 nell’ equazione 

y = F j z + x? (y) j , 
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L 



si deduce y = i ? (z), 

?(y) -<? . 

du_ df\F{z)\ 
dz dz 

e finalmente, 






+ 






Questo si chiama il Teorema di Laplace. 



140. Il Teorema di Lagrange si può dedurre immediata- 
mente da quello di Laplace, ponendo F[z) = z. Ma il Teo- 
rema di Laplace può anche dedursi da quello di Lagrange, 
come segue: 



Nell’equazione 


y — F\z + xy[y)\ 


( 1 ). 


si ponga 


2 + (y) = y ' , 




onde 


y = F(y'), 




con ciò 


y' = z + x 9 j F(y ') } 


( 2 ), 


ed 


f[y) diviene f\ F(y') j. • 





Adunque si tratta di sviluppare / j F(y') ! secondo lo po- 
tenze di x, per mezzo dell’equazione (2). Ma ciò è precisa- 
mente quello che si ottiene col Teorema di Lagrange , le 
funzioni complesse / j F {y’) j e 9 j F[y') j prendendo il posto 
delle funzioni semplici f[y') e 9 (y'). 

141. Deve essere ricordato, che nel richiamare il Teorema 
di Maclaurin, il quale serve di fondamento a quelli di La- 
grange e di Laplace, a rigore avremmo dovuto adoperarlo 
nella forma data nell’ Art. 95, con una espressione del resto 
dopo n + 1 termini. Però questa espressione del resto diviene 
così complicata in questo caso, che non ci siamo riferiti ad 
essa. Le investigazioni dei Teoremi di Lagrange e di La- 
place si deve confessare essere imperfette, poiché i caratteri 
della convergenza di queste serie, la quale solamente può 
giustificare il loro uso come equivalenti aritmetici delle fun- 
zioni che esse intendono rappresentare sono di un carattere 
troppo difficile per un libro elementare. Lo studente provetto 
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può consultare Moigno Lecons de Calcili Différentiel, 18 a Le. 
zione. Liouville Journal de Mathémaliques , tom. XI. p. 129 
e 313. 

142. Se x — a + y^(x), abbiamo pel Teorema di Lagrange 

/(») =/(«) + V ! 9 (*)/' (®) ! +^2^.{9l®nV' (a) } 

+ [3 f/x 4 { ? ^ | + etc ‘ ’ 

in cui nei coefficienti delle diverse potenze di y , dobbiamo 
fare x — a dopo che le differenziazioni sono state eseguite. 

/p 

Sia y o ^ (x) , sicchò x — a è una radice di ^ (x) = 0 ; 

allora 



A , ì=m+ m |M] llfl 

-fetc. 

in cui, nei coefficienti delle diverse potenze di $ (a;) , x deve 
essere posto = a dopo le differenziazioni. Questa serie per/(x) 
secondo le potenze di tj>(x) si chiama il Teorema di Burmann. 

143. Dinoti <jr*(:r) la funzione inversa di ò(x) , sicché se 
* = i|<(ar)’si ha <|r , («)=ir, e quindi j^«. Se scriviamo 

nel Teorema di Burmann ti 1 te) invece di x, abbiamo 



+ 



X s fp \f (x) (x 
[3 dx 



' r /'(a) (a-g) 3 | 

5 L ld te) |* J 



+ etc. 



I^te )! 3 

Non si è fatto alcun cangiamento nelle quantità chiuse in 
parentesi , poiché esse non contengono x quando le operazioni 
indicate sono completamente effettuate. 

So /(ti) = u, abbiamo 

.t* d r (a?— a , 2 1 



Lr — «] 



^ ’(*)-« + * [<{*te)J + 1.2 «telate)! 

, x 3 ci* rte-«) 5 i , A 
+ Ì3rfx*L[<j-(.T)|J +Ct 
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teorema di burmann. 
e se « — 0, cosi che <^(.r) svanisca con x , 
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Li [x] 

X s (P f X s 1 
+ F3 dx* LrrapJ + 



i<K*)! 2 

etc. 



[3 dx* Lj!j/(j)| 3 
ESEMPII. 

1. Dato y = 2 + xe y ,, sviluppare y secondo le potenze di x. 

Qu>' ? [y] — e ' J > 

f(y)=y ; 

dz 



; 

ondo 



s — Hi 

r»-f t_ ') fjn - 1 

J f’t~\ l — _ P nz _ „n-ì 

|9WI J W]- dZ *-* e - U 



Quindi y = z + xe* + ~ 2e i: + ^ S^e 32 + ... + n n ~ i e n: + etc. 

1.2 [3 [n 



2. Dato 


«*- 

y = z+x' 2 . 


— , sviluppare y secondo le poten- 


ze di x. 








Qui 




,, y* - 1 
?(!/)- 2 ’ 








S 

II 

^2 




onde 


,/n-t y 1 wfl-i 


-1)”. 


Quindi y 




. 1) + . JL iL (-* _ 

1 [2 2 2 ds 1 


1) 2 + ... 



x n 1 d”-* . , 

L 2 * — 1) + e tc- 



r [» 2'* dz" 

3. Dato xij— logy=0, sviluppare y secondo le potenze di x. 
Dall’equazione data 



y- f* ; 

yx — are r!/ , 
y ’ — xe yl 



onde 
o sia 

Se dunque poniamo z=0 nel risultato del primo Esempio, 
si deduce 

n n ~* + etc. , 



y' = * + a» f f£3 + 



!» — 1 
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si riponga yx per y' e si divida per a;; allora 






a;" 



-i 



n 1 + eie. 



x 



4. Se V = ^ ^ ^ — x z ) ’ 8V ^ u PP arc y n secondo le potenze 

ascendenti di x. 



Poiché 

abbiamo 

onde 



x 



y ~i+ va-* 1 )’ 

y V( 1 -**)=®-y; 

y 1 (1 - a; 2 ) -x 1 - 2 xy + y 1 , 



cd 



x v 1 

y ~2 + ~2 X ’ 



Possiamo dunque porre 



sicché 



y 2 

v = * + g- * , 

?(y)=|-» 

/(y) = y n - 









Con ciò y» = a * + ^^ + ...+ g|l r ^l( z ^, ) + ete . t 

e dopo che le differenziazioni sono eseguite, dobbiamo porre 
x 

2 P er z - 

5. Se x — ye v , sviluppare sen (a + y) secondo le potenze di x. 
Abbiamo 

y — xe~ y . * • 

Si supponga allora y — s + xe~ y , 
sicché y[y)=.e~ y , 

f[y) = sen (a + y). 

Il termine generale dato dal Teorema di Lagrangc è 

^gL [e ^ cos{ct + s)] , 
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il quale diviene 

fi fl“l 

J-(-l )»" 1 (1+» 1 )-* - e~ u: cos j a + s — (a — 1) 9 1 , 

L Vl 

in cui cot 9 = n , con un procedimento simile a quello 
nell’ Art. 81. 

Ponendo z = 0 in questo , abbiamo per lo sviluppo cercato 
sen (a + y) = sen a + x cos a -f . . . 



+ j-^ ( — 1 ) n-1 (1 + n*) 2 cos | a — [n — 1) cot -1 n J + etc. 

6. Dato a — y + x log y = 0 , trovare sen y secondo le po- 
tenze di x. 

7. Dato y = z + xy v e n , sviluppare y m e ny secondo le po- 
tenze di x. 

8. Dato y — z + x seny, sviluppare sen?/ e sen 2y secondo 
le potenze di x. 

9. Dato y = log [z + x cos y ) , sviluppare e y secondo le po- 
tenze di x. 

10. Dall’equazione 

xy 4 + 2 xy 3 + 3xy* + 2y + 1 = 0, 
determinare y secondo le potenze ascendenti di x. 

9 . 1395 



n—ì 



19 
2 

5+x«en logy 



Risultalo. » = -g - à 1 - à " 4096 



x J etc. 



11. Se y = e *' t trovare i primi quattro termini dello 

sviluppo di cos log y secondo le potenze di x. 

j. , 1 x 3j 2 a: 5 

Risultato. 

12. Se y 3 + my 3 + ny = x , mostrare che un valore di y è 



x_m (xy Ziri 1 — n f x\ 3 5 m 3 — hmn f x\ K 

n n \n) ^ ri* 



+ • • • 
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VALORI LIMITI DELLE FUNZIONI CHE PRENDONO 
UNA FORMA INDETERMINATA. 



144. Nell’ equazione, limite di — r— =1 quando 0 diminuì- 

\ V 

soc indefinitamente, abbiamo un esempio di una frazione che 
si avvicina ad un limite finito quando il numeratore ed il 
denominatore tendono entrambi al limite zero. L’oggetto di 
questo capitolo è di trovare il limite di una frazione qua- 
lunque di cui il numeratore ed il denominatore svaniscono 
ultimamente, ed anche il valore limite di alcune altre forme 
indeterminate. 



145. Forma 
Si supponga 

una frazione tale che il numeratore ed il denominatore sva- 
niscano quando x — a\ si cerca di trovare il limite verso il 
quale tende la frazione precedente allorché x si avvicina al 
limite a. 

Abbiamo dimostrato nell’ Art. 95 che 



9 W 
ò(x) 



(J/ (a + h) — <{; (a) = A<j/ ( a + 0 t k). 

Se dunque <?[a)= 0 e <J/(a) = 0, abbiamo, con la divisione, 

<p(g-f h) _ <?'(« + 6A) 
ty[a+h) ~ t|/(a + 0.,A) ‘ 

Si diminuisca h indefinitamente; allora 

il limite quando x = a di è . 

♦(*) «!»(*) 
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146. Si supponga che non solamente 

?(«) = 0, c <Ji(«) = 0, 

ma anche 9'(a) = 0, <f"[a) = 0, ...9 B («]=0, 

o f(«)=0, 4»"(«)= 0, ...4i»(«)=0. 

Per l’Art. 92, 

j.i» ;,n+i 

? (a + h) - ? (a) - *?'(«) ^ 9" (a) = — -j tf+* (a + Oh), 

h n 7 ;«+l 

4> (« + A) - ^(«) - *$'(«) . • • - ^ (a) = — J 4' n+l (« + 0,h). 

Quindi, con la divisione, abbiamo 

?(a + h) ^•(a + Oh) 

<p(a + h) ty' 1 * 1 { a + 0,A) * 

Si diminuisca h indefinitamente, ed abbiamo 

., .. 9(.r) , 9 n+ ‘(a) 

il limite per x—a di o Ìma. • 

1 (Ji (.r) <|/“ + ' [a) 



147. Nell’ Art. 145, se 

e 9'(«) = ad una quantità finita, 

si ha 

9 f i/) 

il limite per x~a di b l’infinito; 

<H®) 

se 9'(a)=0, 

e tji'(«) = ad una quantità finita, 

il limite per x — a di f-— è zero. 

♦ (*) 

Nello stesso modo, possiamo mostrare che se il primo dei 
coefficienti differenziali ?'{«), 9 "(a), etc., che non svanisce, 
ò di ordine inferiore del primo clic non svanisce nella serie 

(}/'(«), etc., il limite di per x=a ò l’infinito; se 

di ordine superiore il limite ò zero. 

1. 15 
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Questi risultati possono anche ottenersi senza 1’ uso del 
Teorema di Taylor. 

Se <p(«) = 0 e = abbiamo 

<p(g + &) — 9 (a) 

9 (a+A) _ 9 (« + A) — 9 (a) _ h * 

ty[a + h) ~ ty\a + À) — [a] _ 4 ( a + h) - 1 \[a) ' 

h 



Si diminuisca ora h indefinitamente, e verrà 

il limite per x=« di -f4-r e . 

(*) <!>'(*) 

Se 9 '(a) = 0 e <j/( g )=0» abbiamo nello stesso modo 
il limite per x—a di fe 

Quindi, il limite per x=a di è 

4>(*) $ (*) 

Questo procedimento può essere esteso, dando lo stesso ri- 
sultato dell’ Art. 146. 

148. Forma -jg . 

Siano 9 (a:) e <J i [x) funzioni che diventano entrambe infi- 

• © (%) 

nite quando x—a; si cerca il limite della frazione TV 



1 



<H®)‘ 



9 (x) _ 4 (a) 

4 (x) ~ ì ’ * 

9 (x) 

e la frazione a dritta prende la forma quando quindi, 
per la redola precedente il suo limite è 

4 '( g ) 

(«) i* (9(g)t*W 
9 '(<? ) 1 '}(«}' 9 '{«)’ 

j 9 (a) j* 
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Quindi ?W ^|?WÌ , W. 

4 »(«) 4 (#)) ?'(«)’ 

onde 

*(*)'¥(*) 

149. Dall’ultimo articolo apparirebbe che il limite di una 
frazione che tende alla forma 52 , potesse trovarsi conside- 
rando il rapporto del coefficiente differenzialo del numeratore 
al coefficiente differenziale del denominatore. Ma, peri’ Art. 113, 
quando per un valore finito della variabile una funzione di- 
viene infinita, accade lo stesso pel suo coefficiente differen- 
ziale. Quindi se 

|^jprende la forma , 

ttt — ! prende la stessa forma , 

$ («) r 

e cosi il risultato dell’ Art. 148 apparirebbe non essere di 
alcun pratico valore. Può, però, accadere che il limite della 

frazione rrr\ sia più facile a trovarsi che quello di . 

$(*) <K*) 

■n ■ 1 °{? X 

Per esempio — 2— 



per x—0, prende la forma •— 



-- x , 



il limite del quale b 0. 



Quindi’, il limite di per # = 0, è 0. 
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150. La dimostrazione nell’ Art. 148, che è quella data or- 

o ( «zj) 

dinariamente, è soddisfacente solamente nel caso in cui -7— - 

*(») 

realmente ha un limite finito. Poiché noi dividiamo i due 
lati di un’equazione per questo limite nel che tacitamente 
si suppone che il limite non sia nè zero nè l’infinito. 

Ma la dimostrazione può essere completata nel seguente 
modo: 

Si supponga il limito di realmente zero: allora il li- 

ifjcl + otel 4»(*) 

mite di i-A-' è realmente finito, cioè, l’unità. Quindi, 

e stato dimostrato che 

il limito di T ^ , . . , per x = a e — , 7 -rT-^» 

4»(«) 



vale a dire 



quindi 



1 + limite di = 1 + ; 

4»(«) «KM 

. n limite di = 

7 ( x ) y [a] 

?(*) 



Se il limite di -j-— è realmente l’infinito, allora il limite 
Ala) , *K*) 

di — 7 — è realmente zero, e quindi, come si è detto pocanzi, 

9 (®) d/te) . o'(x) 

il limite di sara zero. Quindi , il limite di -fr-r sarà 

?(*) 

l’ infinito. 

Combinando quindi questo articolo con PArt. 148, pos- 
siamo asserire che se 9 (a?) e diventano entrambi infiniti 

per x=a, il limite di sarà lo stesso che il limite di ? iJ - 






*'(*)’ 



151. I due articoli 148 e 150 possono essere rimpiazzati 
dal modo seguente di esibire la proposizione. 



bi supponga 
Allora 



cp(a) = oo , e <}/(«) =<* . 

ìla) = ° ed 



= 0 ; 
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1 



ora 



9 [a + h) 



y(a+h) 



quindi 



<!>(« + A) 

1 

<? (flt + A) 

9'(« + 0A) 

Y{a+W)~ 



<!/(«+0A) 

.tìpKE. (Art. 106) ; 
9'(g+0A) 1 n 

|cp(« + 0A)j a 

9(a + 6A) 

9 (a + OA) (a + OA) 

<p(<z + OA) 9 (a + A) 

<M« + A) 



Se ha un limite finito quando x = a, il limito del so- 

<M®) 

condo fattore nel secondo membro dell’equazione c 1’ unita. 
Quindi 

limito di = limite di y-jfQ . 

«M») W 

Ma so |4-| tende a 0 o all’ ao quando x si avvicina ad «, 

esso in generale finirà coll’ avvicinarsi al limite in modo tale 
che il secondo fattore sarà nel primo caso minore dell’unità, 

e nel secondo maggiore. Quindi, diventa zero o l’ infi- 
nito nello stesso tempo che t-t-I • 

<H*) 

152. Nelle regole precedenti per trovare il limite di una 
funzione che prende la forma o ^ quando x=a, non ab- 
biamo fatto alcuna supposizione circa la grandezza di a. 
Quindi le regole sono spesso applicate al caso nel quale a 
è infinita. Ma per una diretta dimostrazione di questo caso 
possiamo procedere nel seguente modo 

Supponiamo che si cerchi il limite di per x=oo , co- 
noscendosi che allora o 9 (a;) = 0 e <{<(x) = 0, 0 pure 9(0?)= oc , 
e <]> [x) = 00 . 

Si ponga x = - , allora 



?(s) 

<Kt) 
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Ora quando y tendo a zero, abbiamo, per le regole pre- 
cedenti , 

W) F(P 



limite di 



limite di 



. ,, 



= limite di 



: ?'(•*) 



<Kl*) * 



153. Es. Si cerca il valore di 
1 
x 



cot X 



quando ®=0. 



Differenziando il numeratore ed il denominatore, troviamo 
che il limite cercato è lo stesso clic quello di 

1 

x t sen 2 ® 



o di 



®* 



, che è T unità. 



— sen 2 ® 

Lo stesso risultato può ottenersi scrivendo la frazione pro- 
posta sotto la forma jj ; cosi 



1 

x 



cot® 

1 



tan® 1 sen® 
: o 



cos® X 



' scn x 

Il limite di — - — èie quello di è 1 ; quindi quello 

cos® x 

della frazione proposta è 1. 

Come un altro esempio possiamo trovare il limite di 
quando x è infinito, n essendo positivo. 

T n QlX n ~ * 

Limite di = limite di - --- - - 

r 5 er 

,. «(»-l)® n_2 , 

— limite di - etc. 
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Procedendo cosi, arriveremo, se n è un intero positivo, alia 

frazione-^, il limite della quale è 0. Se n è una frazione, 

arriveremo ad una frazione elio lia e x al denominatore ed 
una potenza negativa di x al numeratore, la quale anche 
ha 0 per suo limito. 

CC^ 

Quindi il limite di — - c , per x — ao , è zero. 



154. Un’ osservazione deve essere fatta ad oggetto di pre- 
venire un falso concetto di alcuni dei risultati di questo ca- 
pitolo. Supponiamo che (f[x) e à(x) svaniscano entrambi per 
x = a, e che <p'(«) = 0, mentre <{/'(«) è finito. Diciamo allora, 
che quando x = a, 



limite di 



? (a) 

w*) 



— limite di 



?'(®) 

m ’ 



intendendo che ciascun lato dell’equazione svanisce. Non 
segue da ciò necessariamente che 



?->— I v ttt— ! ha l’unità per suo limite. 

4 »(*) 4 >(») 

Es. tp(i) = £C*, tji(a;) = scna:, 

<?'(a:)=2a’, ty(x}=cosx. 

Quando x si avvicina al limite zero, possiamo inferirne che, 
poiché si avvicina a zero, accade lo stesso per Ma 

4»l») 4» (a) 

evidentemente non ò vero che il limite di 



x ì 

sen x 



2 v . . x* cos x 

o di - 

cosa; 2# sen a; 



sia l’unità; 



il limite è infatti 



2 ' 



155. Deve osservarsi che vi sono esempii i quali possono 
risolversi per mezzo del Calcolo Differenziale, ma che pos- 
sono anche essere risoluti, ed alle volte più semplicemente, 
per mezzo delle ordinarie trasformazioni algebriche. Per 
esempio 

(x — a) 3 
(x* - a*) * 
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quando x = a prende la forma ^ . 8 i ponga x = a + h , e la 

frazione diviene , , 

A’ h Ti 

A A 0 ’ * 

A A (2« + A)* (2 a + h)* 

ed il limite, por A=0, è 0. 

In secondo luogo, supponiamo che si debba trovare il limite di 

yJX-l + 

quando x si avvicina all’unità; si ponga x=l +/i, e la fra- 
ziono diviene 

V (A + 1) — 1 + A 
V(A 2 +2A) ' 

Si moltiplichino il numeratore ed il denominatore per 

V(*+i)+i-V*. 

ed otteniamo 



2 VA " 2 

V A V (A +2) j V (A + 1) + 1 — VA| Vl^d" 2) | V(A + 1) + 1 — V*! 

ed il limite di questo, quando A = 0, è - 75 . 

V2 

156. Vi sono casi nei quali non solamente tp(x) e (x) sva- 
niscono, ma tutti i loro coefficiènti differenziali, ed iu cui, 



per conseguenza, non possiamo determinare il limite di 
Infatti si supponga , 

I \ X n 

9 (x ) = 0 



; ?(#) 






a ed n essendo numeri positivi, ed a maggiore dell’ unità : 
abbiamo , 



<?'(x) 



n log a.a 
x 5 " 7- 



9 " (x) = n log a.a 



x n ( n log a 
| _ r i(n* i) 



etc. 
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Si ponga - = Z, 
allora 

ar 

tu \ _ n ! n log«.2 i(n+,) — (» + 1) z’ 14 * ) 

? \ X >- H 5 

a z 

ed il valore ar = 0 corrisponde a z = oo. Ma è facile vedere 
che ogni espressione della forma 



in cui a, m, », sono numeri positivi, ed a maggiore dell’ u- 
nità, è zero quando z è infinito. Poiché se applichiamo a 
questo esempio la regola per trovare il valore di una frazione 

che prende la forma e differenziamo r volto successiva- 
mente, r essendo il numero intero prossimamente maggiore 
di m, abbiamo 

• • , • z m .. .. , . k 



limite di 



limite di 



4*W ’ 



in cui h è una costante, e ty(z) una funzione di z che è in- 
finita quando z è infinito. Per conseguenza, tutt’i coefficienti 
differenziali di o(x) svaniscono per .r=0. 

So dunque abbiamo 



? {x) = a 



— n. 



in cui b è un numero positivo maggiore dell’unità, ed «' 
anche positivo, i coefficienti differenziali di tutti gli ordini 

dei due termini della frazione svaniranno per %—0 , ed il 

limite non può essere trovato con questo metodo. 

Nel caso di n' — n, la frazione diviene 



Digitized by Google 




130 



PRODOTTO INDETERMINATO. 



questa , quando x — 0 , sarà 0 o oo , secondo clic a è mag- 
giore o minore di b. 

157. La frazione 



X 



X 



prende la forma jj quando x = 0. Si ponga x — ~ ed abbia- 
mo di cui il limite, per y infinito, è 0, per l’Art. 153; 

e* l i 

o - x 0* ò naturalmente infinito per x = 0. 



x 



X 

! 

e* 



Quindi, — ò 0 o oo quando x si avvicina al limite 0, se- 

X 

condo che si suppone x negativo o positivo. 

158. Forma 0x<». Supponiamo cp(x) e 4'(®) due funzioni 
di x, tali che 9 (a) = 0, e <{/ (a)—cc ; si cerca il limite di y(x) ty{x) 
quando x si avvicina ad «; 



?(*)♦(*) = 



9 f.r) 

1 

<M*) 



0 



c siccome la frazione a dritta prende la forma ^ quando 

x — a, il suo valore limite può essere trovato con le regole 
già date. 



Es. Sia 9 [x) = log (2 — ^ , 



<M*) = tan™ 



Qui, 9 (x) <{; (&) prende la forma 0 X 00 quando x~a. 
Allora l 0g ( 2 _?)tang 

log (2-?) ' 



cot 25 
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Il limite di questa espressione quando x = a, si trova po- 
nendo x — a in 




« 2 _* 



2a 

SOn 



elio dà ^ . 

a 

Ancora , a-"* (log x) n , 

in cui »» ed n sono positivi, prende la forma 0 X oo , quando 
x = 0. 

«jj® 0 

Qui ■ ^ prende la forma ^ 

(log®)" 

quando x = 0; il suo limito ò lo stesso clic quello di 



x (log x)* + * 

che non conduce allo scopo. 

Se poniamo x=e~ v , allora x^log®)* diviene 

l L l e my > 

di cui il valore, quando y è co, è 0. Art. 153. 

Si noti accuratamente il risultato di questo caso, incon- 
trandosi spesso nelle ricerche matematiche. 

159. Forme 0°, oo°, 1* . 



Siano <?(x) e ^(x) due funzioni di x, tali che quando x—a, 
T espressione 

i?(s)!* (x) 

prenda una delle forme 0°, ai 0 , 1* ; si cerca il valore limite 
di questa espressione. Poiché 

abbiamo { ? (*))+W = e*< x > lo o 
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Ora (x) log 9 (x) in ciascuno dei casi proposti prende la 
forma 0 x ao , ed il suo valore limite può essere trovato per 
l’Art. 158, e così il valoro di |<p(x) j'ì'M sarà conosciuto. 



Es. 3 ?, per x = 0, prendo la forma 0°; 

X* = e xl °9 x ; 

ed xlogx=0, quando x=0, (Art. 158); 
quindi, a? = 1 , quando x — 0. 



Ancora , 1 prendo la forma oc 0 



per x — 0; si ha 



©' 



__ g-ienx log?' 



Ora, 

quando x = 0, abbiamo 



, sonx , 
sonx Iogx — . x logx ; 



x 



senx 



xlogx^O, (Art. 158), 



onde sen x log x = 0 , quando x = 0 , 



quindi , 




= 1 , quando x — 0. 



Quando x — a , l’espressione 



. T ZJT 

^2 — X ) v> 

prende la forma 1” . 

L’espressione precedente — #* 0 * *“ ln,J 

* 

= #* quando x = a, (Art. 158). 

160. Forma oc — oc . 

Siano ^(x) c ty{x) due funzioni di x che diventino infinito 
quando x—a, allora 

9(x)-«J/(x) 

prende la forma co - oc ; si cerca il valore dell’ espressione. 
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Si ponga 
allora 



FORME INDETERMINATE. 

y = « ?(*)-♦(*)» 

e y _ e m~¥*) 

g-i/ix) 

= fW)' 



Cosi, per x — a, y prende la forma ^ ed il suo valore può 
essere ricercato con l’ Art. 145. 

0 puro possiamo procedere come segue, 



* =?(i) f i -£t!ì : 



quindi y è infinito a meno che il limito di AA-j-non sia l’u- 

ò(x) ?(*) 

nità: se il limite di a— è l’unità, poiché 
<f[x) * 



<p(a?) 

v = — 

?(*) 

esso prendo la forma ^ . 

Es. Si supponga y — tana; — seca;; 
allora y prende la forma » — oo quando x = = • 

Inoltre y = tan x (l — 

\ tan xJ 

1 — cosec® 

cotx ’ 

questo prende la forma ~ , ed il suo valore limite è 
cosectfcota: 



- cosecAr 



161. Il limite di quando x = ac , supponendo F(x) 
x F'ix) 

essere allora infinita , sarà lo stesso di quello di ■ ^ y , o 

F'(x), (Art. 151). 
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Ma, 



F(x+h)-F(x) 

h 



= F'[x+U). 



Se x bì fa crescere indefinitamente il limite del secondo 
membro dell’equazione ò F'[x). 

Quindi, 

ì- F{x+h)-F(x) 

limite per x—cc di — — = limite per x = co di — j — . 

OC fb 

So per semplicità si pone k = 1 , abbiamo 

limite di — limite di j F(x + 1) — F(x) j. 

x 

162. Il limite di j F[x) | x quando x è infinito, è lo stesso 
che quello di 

log F(x) 

e x . 

Ma, per l’Àrt. 161, supponendo F(x) diventare infinito 

con x, il limite di *° g 5 lo 6 tcsso che il limite di 

x 



o di 



log F [x -f 1) - log F (x), 

w^i£±il 

g F(x) 



x 

\x 



Quindi il limite, per x = oo , di fi' T (a:)| J 

= al limito di + . — . 

F[x) 

Supponiamo, per esempio, che si cerchi il limite quando 



x è infinito di j-^j .. 

Per il teorema or ora dimostrato il limite richiesto 
= lìmite di 

35+1 X? 



= limite di 



= limite di 
= c per l’ Art. 16 



'(>+£)■ 
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163. Alcune poche osservazioni si possono faro sulle fra- 
zioni indeterminate che racchiudono più di una variabile. 

Una funzione di due variabili può prendere la forma jj, 

1° quando una dello variabili rimano indeterminata e l’altra 
ha un valore particolare, 2° quando tutte e due ricevono va- 
lori particolari. 

Come un esempio del primo caso, si supponga 

c (x 1 — «-) . 

2 ~ y (x — a) [x — a) 2 ì 

so si pone x = a abbiamo z = jj , qualunque sia y. Ma to- 
gliendo il fattore x — a dal numeratore e dal denominatore 
di z, si ha 

^ __ c {x 4- a) 

" ~y + «- a ’ 

Quindi, per x — a, abbiamo 

_2ca 

~ y 

Questo caso è molto semplice , e sempre che s’ incontra 
l’applicazione delle regole precedenti darà il valore limite 
verso il quale z si avvicina a misura che x si avvicina al 
suo limite. 

Come un esempio del secondo caso, si supponga 

c (x — a ) 

z = — — ~ . 
y-à 

Questa frazione prende la forma jj quando x — a ed y — l, 

ed è realmente indeterminata. Infatti supposto}/— b—m [x—a), 
allora 

c 

Z — • 

m 

Quindi il valore di z è indeterminato, poiché x ed y es- 
sendo indipendenti m può avere qualunque valore ci piace. 



Digitized by Google 




136 



FORME- INDETERMINATE. 



164. Può accadere che i valori che prende una tale fun- 
zione, benché infiniti di numero, siano confinati tra certi li- 
miti. Per esempio si supponga 

_ c(x-a)[y- b ) 
s ~ (x - af + [y - b) 1 ' 

Si prenda y — b ~m{x — a) \ 

. cm 

quindi 2 — , , - f 

1 in 1 + 1 

c 

1 ' 

m H 

m 

Qui il più grande valore di z si ha per »» = 1, e z b seni- 
c 9 c 

pre compreso tra » e — n • 



165. Diamo ancora duo altri esempii: 1°, sia 
__ [x - a) m A c [y - b) n ' 

[x- a) p + c(y- b) q ’ 

questo prende la forma quando x = a ed y — b. 

Si ponga x — a — h ed y — 5 = A ; 

. h m +ck n 

quindi 



z — • 



h<‘ + ck'i 

Se ora si prende k = Ah 7 - , abbiamo 

h m + cA n h 7n 



s = • 



h p + cA q h aq ’ 

e, secondo lo diverse ipotesi che facciamo rispetto ad a, m, 
p, etc., otterremo per z un valore finito, infinito, o zero, 

9 « c:„ _ _ {* ~ V) a n -{a-v) x" + (a - s) y n 

(x-y)(*-y)(a-x) 

Se x = y = a , questo prende la forma ^ . Si pongano a f h 
ed a + k per x ed y rispettivamente; avremo 

(h-k)a n + k(a+ h) n - h (a + k) tt 
Z ~ (A - k) kh 
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Se sviluppiamo ( a + h) n ed (a + k) n , e facciamo alcune ri- 
duzioni, otteniamo 
n{n- 



z = ■ 



1.2 



— a H ~ 



. »(»-l)(»-2) 

+ l 0 3 — ~ a (* + ,£ ) + (!tc - 



Quindi, ponendo h e & eguali a zero, abbiamo 
. _ n(n-l) 

1.2 

Questo risultato può anche trovarsi esaminando il limito 
verso il quale tende z quando x si avvicina ad y, e quindi 
il limite verso cui tendo questo risultato quando y si avvi- 
cina ad a. 

L’ articolo seguente deve essere omesso sino a che lo stu- 
dente abbia lotto il Cap. XI. 

f(r,v) 



166. Generalmente, se 



-, ed il numeratore e de- 



1'' (*» VI 

nominatore di s svaniscono per certi valori di x ed y, il va- 
lore di z è realmente indeterminato, ed infatti dipendo dalla 
relazione arbitraria che a nostra scelta stabiliamo tra x ed y. 
Supponiamo che x — a,y = b siano i valori che fanno pren- 
dere a z la forma ^ ; e poniamo y — (®), in cui <{i(.r) ò una 

funzione qualunque di cui il valore è b quando x = a. 

Con qiò il numeratore ed il denominatore di z diventano 
funzioni della sola x; e per le regole precedenti per deter- 
minare il valore di una frazione che prende la forma jj, 
abbiamo 






(dF\ (dF\ ... , 

W) + W) ♦ (I) 

x essendo messo = a ed y — b dopo eseguite le differenziazioni. 
Questo valore è indeterminato, poiché i{/(a;) ò una funziono 
del tutto arbitraria. 



Ma 



se 



<£•(£) 

(I M£ 



svaniscono , 



) svaniscono , 



allora il valore di 

1. 



diviene determinato. 



17 
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Il valoro di z ò anche determinato so 

- 

(dF\ (d£\ ‘ 

\dx ) \dy ) 

allora procedendo ad una seconda differenziazione abbiamo 

(Art. 1761, 




che è generalmente indeterminato, poiché «|/(sr) è una fun- 
zione arbitraria. 



Es. 1. 



quindi 



j = logl+losj , = 1 J=1; 

x + Zy-3 

fdf\ 1 . 

= 1 , per x = 1 , 
\dx J x 1 

(f')=ì= 1 ’ per! ' =1 ' 

<£)-*• (f)=* 

1 +f (x) 

S -l + 2f(x)’ 



che è realmente indeterminato, e può prendere ogni valoro 
tra + oo e — oo . 

Es. 2. In secondo luogo, si supponga 



(.T-l)’ 



?/ 



1 



(.r*— 1)* - y + 1 



Qui z prende la forma ~ quando x = 1 ed y = l. 
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Inoltre allora = 0 e = 0. 

Quindi z lia un valore determinato, cioè, — ( 



Es. 3. Si supponga 



(x + y) J 



c 2 4- y 2 ' 



Qui quando x = 0 ed y — 0, abbiamo 

e ,_ l-f2f(x) + ^(x)T _ ll + ^(a:)! 2 

i + <|*' (x)T ì + 4*' (*)? 

(1 + Mi* 

= ^ — supponiamo. 

I + u- 

Quì il valore di z è indeterminato; ma si troverà che è 
confinato tra i limiti 0 e 2, come può mostrarsi scrivendo 

l’ultima frazione sotto la forma 1 i- - — ricordandosi che 

l + U* 

y - ^ non è mai maggiore dell’unità. 

167. Nel risolvere gli esempi su questo capitolo vi sono 
varie considerazioni che abbrevieranno il lavoro delle opera- 
zioni, come si vedrà nel seguente caso. 

Trovare il valore di — - — — - — — — — — — — quando 

seca; — cosa; 

x — 0. 

L’espressione proposta prende la formai per x — 0. Se pro- 
cediamo nel modo ordinario, troveremo dopo alcune riduzioni 
che il coefficiente differenziale del numeratore è 

2x + 4a. 2 
1 -j- a; 2 + x* 

e che il coefficiente differenziale del denominatore è 



+ sen x. 



Digilized by Google 




140 



FORME INDETERMINATE. 



Così otteniamo di nuovo la forma ^ , c possiamo conti- 
nuare nella via ordinaria il processo della valutazione. Pos- 
siamo però ottenere il risultato più facilmente ponendo la 
frazione che dobbiamo ora valutare sotto la forma: 



2 (1 + 2x 2 ) cos 2 x x 

(1 + x i + x 4 ) (1 -f cos 2 x) A sena; ' 

Qui il primo fattore non è indeterminato quando x = 0; il 
suo valore ò allora l’unità. Il secondo fattore prende la for- 
ma , ed il suo valore limite si conosce essere l’unità. Quindi 
l’unità è il richiesto valore limite dell’espressione originale. 

0 puro l’espressione originale può essere valutata nel se- 
guente modo. Essa si può mettere sotto la forma 

cosa: log (1 -fsc 2 + x l ) 
sen 2 x 



Ora cosx — 1 quando x — 0; non occorre quindi fare atten- 
zione a questo fattore, ma considerare quello che dobbiamo 
valutare 

log(l + x* 4- x*) 

] sen a x 

quando x — 0 ; e possiamo procedere nel modo solito diffe- 
renziando il numeratore ed il denoitiinatore. 0 se ci è per- 
messo di usare i risultati degli sviluppi delle funzioni ab- 
biamo 



log (1 -I- .T 2 -f X*) _ .X 2 + X 1 — | (.E* + X 4 ) 2 + ~ (.E 1 -f X 4 )* — . 

scn 2 x , .'E* 



j I 2 M • 

X 2 — + 

l-fliE 2 -... 

= 1 quando x = 0. 
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ESEMPII. 

Trovare i limiti delle segmenti funzioni. 



- 1. 


log® , 

■■ ■■ , quando 

X X 


_ 2. 


X 1 

g» _ j » quando 


- 3. 


sen x ’ 


-4. 


e* - e -*~ 2x 




x — sen x * 


5. 


x — sen - ' a; 




(sen ®) 3 ’ 


fi 


a x - b x 




x ’ 


- 7. 


tan x — x 
x — sen x ’ 


_ 8. 


x — sen x 
x 3 ’ 




sen 3® 


- 9. 


x — ? sen 2® 


, 10. 


1 — x + log® 


1 — V (2® — ® 2 ) ’ 


11. 


1 X 

log® log® ’ 


- 12. 


e 1 — 2 cos® + e~ x 
x sen® 


-13. 


sen 2® + 2 sen 2 ® - 2 sen ® 
cos®— cos 2 ® 



X = 1. 


Ris. 1 . 


X— 1. 


1 

Rzs. - . 

71 


x = 0. 


Ris. 2. 


x = 0. 


Ris. 2. 


© 

II 

« 


Rzs. . . 


© 

II 

H 


Ris. log^ 


B 

II 

p 


Ris. 2. 


x = 0. 


Ris. -, . 
o 


B 

II 

p 


3 

Rzs . “ ■ 2 • 


® — 1. 


Ris. — 1. 


® = 1. 


Ris. — 1. 


x — 0. 


Ris. 2. 


, x — 0. 


Ris. 4. 
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14. 


xtanx— ^ seca:, 


ir** 

x_ 2 . 


Ris. 


- 1. 


15. 


(x—2)e x +x+2 


x — 0. 


Ris. 


1 


(e x — l) 3 


6 ‘ 


16. 


x 4 + 3x 3 — 7x 2 — 27x — 1 8 


x — 3. 


Ris. 


10. 


x* — 3x 3 — 7x* + 27x — 18 ’ 






x — — 3. 


Ris. 


1 

1Ò ' 


17. 


x <sj ( 3x — 2,r 4 ) — x \lx 


X — 1. 


Ris. 


81 


1 9 

1 —X 1 


20 ‘ 


18. 


s 2 -l + (x-l)* 


X — 1. 


Ris. 


3 


(X*-l)*-X+l 


2 ' 


19. 


x*-l+(x-l)* 
V(^-1) ’ 


X — 1. 


Ris. 


0. 


20. 


?«sen0 — senmO 
0 (cos 0 — cos m 0) ’ 


0^-0. 


Ris. 


vi 

~3‘ 


21. 


O 2 


0^0. 


Ris. 


2 


1 — cos mh ’ 

sen (0 + h) — 8cn (0 — h) 


vi 1 

— cot 0. 


22. 


h = 0. 


Ris. 


cos(0 + A) — cos(0 — h) ’ 


23. 


tan nx — n tan x 
»senx — sen ma; ’ 


x = 0. 


• Ris. 


2. 


24. 


V(a l — x*) + a — x 


X 


Ris. 


v'2 


\l( aì ~'j) + ^ ax ~ xi '> 


V3 + 1 


25. 


v'x- >Ja+ \l{x-a) 


x — a. 


Ris. 


1 


■s/(x*-a*) ’ 


V(2«) ‘ 


26. 


a //'2 + cos2x—senx'\ / tt — 2x V 

V \. 7 , sen2x + xcosx/ \2seu2x/ 


ic n . 1 

, x = g . Su.- i . 
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27. 


2* sen , x = oo . 


Ris. 


a. 


28. 


x 

(a x — 1)t, x = x>. 


Ris. 


Ioga. 


29. 


G +1 )' ' *="• 


Ris. 


e°. 


30. 


m x sen nx — n x sen mx (1) x — 0. 
tanM.r — tan mx ’ (2 )m = n. 


Ris. 


l, t 



Ris. n x ~' ( n cos nx — sen nx) cos 1 n.r. 



31. 


(>♦!)' 


« 

1! 

o 


Ris. 1. 


32. 


c# 


x = 0. 


Ris. 1. 


33. 


i 

^tan.rjx 3 


x — 0. 


< 

Ris. e 3 . 


34. 


^tans^x» 


x = 0. 


Ris. oo . 


35. 


n 

(coBmx)*, 


x = 0. 


Ris. 1. 


36. 


11 

(C0SiMj) x> , 


x — 0. 


ftm 5 

Ris. e~ 2 


37. 


n 

(cos mx) x ' , 


x = 0. 


Ris. 0. 


-38. 


a: s (cotxj l -f-sen x 


x — 0. 


Ris. 2. 


5 

X 


39. 


(e x — e~ x ) i — 2.r i {e x + e~ x } 


, x — 0. 




x k 


40. 


W(l-®) 

>/(l + a?)- V(l-f-T*)’ 


S 

x — 0. 


Ris. h 



’ v -s. 
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41. 


(sena?) Ianx , 


ir 

35= 2 ’ 


Ris. 1. 


42. 


(2)— sena;— cosa; 


R 


X “' ~ 2^2 


log sen 2x 


®“4* 


43. 


w -i-WCJ 


l|, X - - «. 


. 

R 


44. 


(1 - a?) tan ^ , 


X = 1. 


Ris. - . 

R 


45. 


i 

a; ,-x » 


X = 1. 


- . 
P. 



Ris. col segno superiore 1, 
46. x*~ a , x = 0. col segno inferiore 0. 



47. 

48. 



~x 

sec — 

log(l-x)’ X 

( Ax n + Bx m ~ i ... + Mx + N) x , x = oo . 



Ris. ao . 
Ris. 1. 



„ n 1 , 2x+6+2J[ax+bx+x t ) n 

• 49. — log . V . - , — : , x = 0. 

yjx ° b+2^(ax) 



Ris. j { (a + h) — \d }. 



.50. 

51. 

52. 



Viste- l) + 4x*j 2x ’ X °' 



(.re (a; — 1 ) 

cosxO — cos «0 
e -xO_ e -«*t ’ 



x — a. Ris. 



Ris. — 1. 
senaOtf 0 9 



e x + log 






tau x — x 



x = 0. 



Ris. 



<? sen x - e a | sen a + y’2 (,r-a) cos («-{-){ 
e T — e" {x + 1 — a) 



2 a 



2' 



x — a. 



Ris. 2 cos «. 
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54. 

55. 

-56. 

57. 

58. 

59. 



«4 4 



(a? + «/+...+ a /\ nx 


X — CC, 


\ n ) ’ 


(0 H- sen 0 — 4 sen i 0)* 
(3 + cos 0 — 4 cos \ 0) 3 ’ 


0 = 0. 


(logxl 5 


X = 00 . 


1 x ) ’ 


1 ' S 




(logx) 3 + (1 -ar*)* 

2 


a? = 1. 



sen 3 [x — 1) 



Dimostrare che quando x è infinito 



JUlS. ••• 



Ris. 



128 
81 ' 



Ris. 1. 



Ris. 1. 

m 

— — è infinito o 
V 



zero, secondo che m è maggiore o minore di n; a e b es- 
sendo tutti e due maggiori dell’unità. 

Mostrare che quando x è infinito 




60. 



Se « ( xc ) = tan 1 -f log ■ 



I^WC 



2 a du 



i , « lj? ) 

IH f, mo- 

c ) 

a 5 



strare che quando x — 0,u——, c ~ q-tJ e quan- 

C (13/ 4tC" 

do x—oc, u— 0, e -p =0. 

dx 




1. 



18 
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CAPITOLO XI. 



COEFFICIENTE DIFFERENZIALE DI UNA FUNZIONE DI FUNZIONI 
E DELLE FUNZIONI IMPLICITE. 



168. Si supponga u una funzione di y e z, ed y e z stesso 
funzioni di x, si cerca di trovare . Naturalmente ciò po- 
trebbe ottenersi sostituendo in u per y c zi loro valori espressi 
in x, con la quale sostituzione u diviene una funzione espli- 
cita ài x, e ^ può essere trovato con i metodi precedenti. 

dx du 

Ma è spesso conveniente di avere una regola clic dia senza 

(t*C 

richiedere la sostituzione per y e z. A questa regola ora pro- 
cediamo. 

169. Si supponga u = z(i/,z), 

in cui y o z sono tutte e duo fuuzioni di x. Diventi x 
x + Ar, ed in conseguenza y, z, ed «, diventino rispettiva- 
mente y + Ay. z + A z, ed u + Am. Allora 

Am = tp (y + Ai/, x + As) - <p (y, z) 

s =f(y+Atf,*+A*)-9(y,* + A«) + 9(jf l *+A*)-9(y,*); 

ou de A?» _ a [y + Ai/, ; + As) - ? fi/, s + A;) Ai/ 

Aj Ai/ \x 

, ?(y,.s + Ag)-(? (y,z) A£ 

^ A * Ix ' 

Ora A.r e per conseguenza Ai/, Ah, e Am, diminuiscano senza 
limite; allora 
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il limite di ^ è , 

il limite di è ^ , 

Xx dx 

il limite di ~ è ^ . 

io: dx 

Il limite di — " — — — Y b il coefficiente differenziale 

Xz 

di <f(y,z) o u, preso nella supposizione che z sia la solava^ 
riabile; o può perciò essere dinotato con — . 



se Xz non can- 



Il limite di ì.(». + *>,.- + li) -?(»,«!- A?), 

Xy 

giasse, sarebbe il coefficiente differenziale di <?(y,z-{-Xz) ri- 
spetto ad y. Ma siccome Xz diminuisce senza limite con A;/, 
il limite è il coefficiente differenziale di <f(y,z), freso nella 
supposizione che y sia la sola variabile. 



Abbiamo dunque finalmente 



du _du dy du dz 

dx — dy dx dz dx ' 

» 

clic * 

170. In questo risultato -r- dinota, come si è stabilito, 

dy 

« il coefficiente differenziale di u, preso rispetto ad y, sup- 
ponendo variare la sola y ». Non è impossibile che il lettore 
sia inclinato a dire. « Ma y e z essendo tutte e due funzioni 
di x, se y varia, z deve variare ancora, come dunque posso 
fare la supposizione che vari i solamente lai/? » La sua pro- 
pria ulteriore riflessione probabilmente rimuoverà la difficoltà, 
se questa ne è una. Però se egli non fosse abile di soddisfare a 
se stesso, gli si potrebbe suggerire che noi non facciamo la sup- 
posizione che varii solamente y come una finale supposizio- 
ne. Noi ammettiamo la variazione sì di y che di z, ma è con- 
veniente al nostro scopo di considerare queste variazioni una 
sola per volta. 

a . , ,. . fdu\ (du\ . .. du du . 

bi è solito di scrivere I — ) e ( -r ) , invece di - 5 - e -y , le 

\dyj \dzj dy dz 

parentesi servendo a rammentarci le supposizioni fatte nel 
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trovare i valori di questi coefficienti differenziali. Quindi 
l’equazione precedente si scriverebbe 



(lu _ / du\ dy / du\ dz 

dx ~ \dyj dx r \dz)’dx ' 

É chiaro che le parentesi possono essere omesse, ed in effetti 
frequentemente si omettono, purché ci sentiamo sicuri di ram- 
mentarci le condizioni che esse debbono esprimere. Il prin- 
cipiante farà bene di adoperarle, benché a misura che egli 
si avanzi nel soggetto possa dispensarsene. 

171. Es. u = z z + y 3 + zy. 



z = sen x , 



y = e 





dz 

— = cos x; 
dx 

d% 

onde -j- = (3i/* 4- z) e x + (2 z + y ) cos x 

GX 

= (3e ÌX + sen x) e r + (2 sen x + e x ) cos x 
= 3e ,r + c T (sen x -|- cos x) + sen 2x, 



e questo valore è naturalmente quello stesso clic si ottiene 
se sostituiamo in « per y e z i loro valori espressi in x, il 
che dà u = e 3 * + e c senx + sen 1 x f e quindi differenziamo ri- 
spetto ad x. 



172. Un caso importante della proposizione generale si ot- 
tiene supponendo z — x sicché — = 1. Abbiamo allora 

p GX 



dii ( du\ dy ^ / djt\ 
dx ~ \dy/ dx ^ \dxJ 
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Qui non possiamo dispensarci dalle parentesi o da altra equi- 
valente notazione, dinotando quale sarebbe il coeffi- 

ciente differenziale di u rispetto ad x, se y non fosse una 
du 

funzione di x, e — dinotando 1* attuale coefficiente differen- 
do: 

ziale di u rispetto ad x, quando y è una funzione di x. 



173. Es. 



onde 



u = tan 1 (xy) , 
V-e 

\dxJ — 1 + ®*y* * 

/ d«'\ _ x 

\dy/ ~ 1 + x 2 y % ’ 




ilu _ e? x + y 

dX ~ 1 + 35*1/* 

«*(l+ffj 
~ 1 +«■«•*’ 



il che naturalmente è ciò che si ottiene se differenziamo 
tan -1 (xe x ) rispetto ad x. 

174. Si supponga u=<f(v,y,z) in cui v,y,s, sono funzioni 
di x. Abbiamo, come sopra, 

\u = 9 (v + A®, y + Ai/, z + Az) - %{v, y, z) 

— <j(v + Av,y + Ai/, z + Az) - 9 (e, y + A y, z + A z) 

+ 9 [v, y + Ay, z + Az) - 9 (t>, y, 2 + Az) 

+ 9 (®, y, z + Az) - 9 (t>, y, 2); 

Alt __ 9 (g + Ag, y + Ay, z + Az) — 9 (t>, y + Ay, 2 + Az) A» 

Ax Av Ax 

, 9 (g, y + Ay, 2 + Az) - 9 (p, y, 2 + Az) Ay 
Ay Ao; 

. 9 (g, y, 2 -f Az) - 9 fp, y, 2} Az 
Az Ax' 
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Procedendo al limite, otteniamo 



' du / rìu\ dv . / du\ dy / du\ dz 

< dx ~ \dv) dx r \dyJ dx + \dzJ dx' 

Il procedimento può essere esteso al caso nel quale u racchiude 
più di tre funzioni di x. 



175. Esempii possono incontrarsi più complicati in appa- 
renza, ma che essenzialmente si riferiscono ai prineipii stessi 
degli articoli precedenti. Si supponga per esempio 

n = 9 (t>, y, s, x), 

v = (l/> x), 

■V =/(*)» 
z = F(x), 

^ così che, eseguendo le sostituzioni, u potrebbe rendersi una 
funzione esplicita di x; si voglia esprimere il coefficiente dif- 
ferenziale di u rispetto ad x, senza fare queste sostituzioni. 




dn _ f dn\ dv f du\ dy / du\ dz / du\ 
dx \dv) dx \dy) dx \dz) dx^ \dx) ’ 
dv / dv\ dy ( dv\ dz ( dv\ 
dx ~ \dy ) dx \dz) dx + \dx) ’ 






Quindi 



5 - + ® '*» + (£)} 

+ ®/’W + (£)''W + ®. 



176. Fatte le stesse sostituzioni come nell’ Art. 169 , si 



cerca di esprimere 



d 2 u 
d. x* 



. Abbiamo 



du f du\ dy , / du\ dz 
dx ~~ \dy) dx ^ \dzj dx ' 
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Ora è esso stesso una funzione di y e z. Se la dino- 

tiamo con v il suo coefficiente differenziale rispetto ad x sarà 

(dv\ dy (dv\ dz 
\dy) dx "** \dz) dx ' 

che può essere scritto 

/ (Pu\ dy ( d*n \ dz 

\dy-/ dx ^ \dz dy) dx * 

1 T*) 

Il coefficiente differenziale di -f- rispetto ad x è Proce- 

dx 1 - dx* 

dendo nello stesso modo col fattore 

/ du,\ dz 
\dz)dx’ 

e ricordandosi, (Art. 134), che 

/ dhi \ ( d*u\ 

\dzdy) ~ \dydz)' 

abbiamo 

_ (*»\ (d!/V , 9 / d*u \ dy <lz (d*u) fclzy 

dx 2 \dy*) \dx) \dy dz) dx dx + \dz*) \dx) 

/ du\ dhy ( du'\ d*z 

\dy) dx 2 \dz) dx * * 

dz cPz 

Se z — x, abbiamo ~ — 1,-— = 0; cosi 
dx dx 2 

/ dy\* , 2 / d*u A dy ( d 2 u\ (di A dhj 

dx * \dy V \dx) T \dy dx) dx ^ \dx l ) + \dy) dx * ' 

177. Finora in questo capitolo abbiamo dato metodi i quali, 
benché spesso convenienti, non sono assolutamente necessari, 
poiché in tutt’ i casi, effettuando le richieste sostituzioni, 
possiamo ottenere una funzione esplicita di a", e differen- 
ziarla con le regole conosciuto. Ma il caso che ora consideria- 
mo è uno nel quale un nuovo metodo è spesso indispensabile. 
Sia 9 (r, y) = 0 un’ equazione che lega le variabili x ed y; 

si cerca di trovare . Se la data equazione può risolversi 
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in modo da dare y espresso in x , vale a dire y — it (.r), al- 
lora il coefficiente differenziale di y rispetto ad ir può tro- 
varsi con le regole precedenti. Se x può essere espresso per 

mezzo di w , possiamo determinare ~ e quindi essen- 
za du d 'J dx 

do^-X-r^ = l. Ma siccome ò spesso difficile, ed alle volto 
dy dx 

impossibile, di risolvere la data equazione, è necessario d’ in- 
vestigare una regola per trovare ^ che non richieda questa 
operazione. 

Si ponga u per 9(.r,y). Per l’equazione data y ò una certa 
funzione definita di .r; quindi 



(dn\ dy , /dn\ 
\dy) dx r \dx) 



\.dyj dx 

è, per l’Art. 172, il coefficiente differenziale di u rispetto 
ad x. Ma u è sempre zero, e per conseguenza è anche tale 
il suo coefficiente differenziale rispetto ad x. Quindi 

»=(£)§+(§) 



onde 



dji 

dx 




178. Questo risultato importante può ottenersi anche nel 
seguente modo, che nel fatto riunisce in un articolo porzioni 
delle pagine precedenti. Sia 

9 (.r, y) = 0. 

Si supponga x diventare x + Ax ed y diventare y -f A;/, sicché 



9 (x + A.r, y + Ai/) = 0. 

Quindi 9 (ar + Ax, y 4- A y) - 9 (x, y) = 0 , 

e 9(x-{- Ax, y -f Ay) - 9 [x + Ax,y)+9(x + Ax,y) -9 (x,y) = 0. 

Si divida per Ax, ed abbiamo 
9 (x + A.r, y + Ai/) - 9 [x -f A.r, y) Ay 9 (x + Ax, y) - 9 (x, y) 

A» / Ax Ax 

Questa equazione, essendo sempre vera, rimane tale quando 
A.r e ly diminuiscono indefinitamente. 
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yi ,• * i j. ?f®+ Ax,y} — yfay) , . ' . . 

Il limite di , quando Ax diminuisce, 

Ix 

è il coefficiente differenziale di c (.r, y) rispetto ad x, formato 
nella supposizione che varii solamente x, e se poniamo u per 

questo limite può essere dinotato con • 

Tir •+ ,r ?(x + Ax, y + Ai/l-qifx + Ax,?/) „ . 

Il limite ui i 7 , se Ax rimanesse 

Ay 

costante, sarebbe il coefficiente differenziale di 9 (x + Ax, y) 
formato nella supposizione che varii solamente y. Ma siccome 
Ax diminuisce senza limite insieme a Ai/, il limite è il coef- 
ficiente differenziale di u rispetto ad y, formato nella sup- 
posizione che varii solamente y. Esso può essere dinotato 



con 



(£)■ 



Il limito di ~ ò* Quindi finalmente 
Ax ax 



/ du\ dy ( du\ 
\dy ) dx \rfx/ — 



'.dy 

179. Es. Si supponga 

«V + Hr* - «*&* 



Qui 



0 . 

u = «*i/ s + i 2 x 2 — arò '- , 
25*x , 



(5) = 

(I) 



2 ary, 



onde 

quindi 



ahj -f i 2 x = 0 , 
dx 



dy 

dx 



l'x 
a-y ' 



(!)• 



Poiché y = - si (a 1 — x 2 ) dalla data equazione, otteniamo di- 

(t 



rettamente 



dy 

dx 



bx 



( 2 ). 



a \/(a* — x 2 ) " 

Se in (1) si sostituisce il valore di y espresso in x, il ri- 
sultato coincide con (2). 

1. 19 
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In questo caso possiamo verificare la nostra nuova regola, 
paragonando i suoi risultati con quelli trovati precedente- 
mente. In esempii più complicati, come 

x 3 — ax 3 y + bx-y- — y 3 = 0 , 



dy 



possiamo trovare solamente col nuovo metodo; 

ClJj 

ponendo u per x 3 — ax 3 y + bx i y i — y s , abbiamo 

(jlx) = _ ^ axt y + 2ixy* , 



(: 



quindi 



=-«** + 2fay 

dy 5x 4 — 3«x*y + 2bxy* 



W, 



dx 5 y* — 2 bxhy + ax s 

180. Investigheremo ora il secondo coefficiente differenziale 
di una funzione implicita. 

Dall’ equazione 

»o? (x, y) = 0 , 



abbiamo dedotto 



si cerca di trovare 



dy 

dx 

(Py 
dx 1 ‘ 



(|) 

(s) 



(i); 



Osserviamo che essendo una funzione di x e di y, 

il suo coefficiente differenziale rispetto ad x può essere tro- 

(jfx)’ ^ richiesto 



vato con 1’ Art. 172. Se poniamo v per 
coefficiente differenziale sarà 

(dv \dy, (d»\ 

\dyj dx ' \dxJ ' 

Similmente, dinotando con w, abbiamo per il suo 

coefficiente differenziale rispetto ad x, 

/ dw\ dy / dw \ 

\dy ) dx \d.r ) ' 
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dhy 

dx 2 



Quindi, da (1) 

( / dv\ dy ( dv\ ì ( / dn>\ dy f dw \ ì 

* I. w ® + U) r • I w; ■£ + W) t 






Pi- 



Ora 



( ^ v \ __ ( d 2 u\ 
Vdx/ " W/ ’ 



l’ultimo simbolo dinotando elio v si deve differenziare due 
volte rispetto ad x, nella supposizione che varii solamente x; 
inoltre 

/ dv\ / d*u \ 

\dy) ~ \dydx) ’ 

l’ultimo simbolo dinotando che u si deve differenziare ri- 
spetto ad x, supponendo variare solamente x, ed il risultato 
rispetto ad y, supponendo variare solamente y. Similmente 



/ dw\ _ / drU \ 

\dx ) ~ \dx dy) ’ 

/ dw '\ _ / d 2 u\ 

\dy ì ~~ \dp) ' 



Quindi, sostituendo in (2), abbiamo 



(Py 

dj) 



( du\ l 


\( dhi\ 
[\dy dx) 


• 2 +i 


( / du\ \ ( d 2 u\ dy , 

\dx 2 )i \dx)l\dy 2 ) dx 


( d 2 u \ | 
\dx dy) ) 


! 


'duX 1 

<du) 



(3). 



dy 



Se sostituiamo in (3) il valore di -y dato da (1), abbiamo, 

( 13 / 

i>oiehè (£iì) = (S) per i,Art - m ’ 

/ rPti\ /rf«Y / d-u \ /du\ / du\ / d 2 u\ /i 

W/ \dy) \dx dy) \dx) \dy) + \dy*/ V 



iPy 

dx 2 



du \ 2 
dx) 



TduV 
\dy) 



(4). 



Digitized by Google 




156 



SECONDO COEFFICIENTE DIFFERENZIALE 



181. Questo risultato può essere anche trovato con l’Art. 176, 

(J2 U 

supponendo sempre w = 0, e quindi -^ = 0; 0 indipendente- 
mente nel modo seguente. 



Da 



u = 0 



segue che 




Si dinoti questo risultato per brevità con 

v — 0. 



(!)• 



Quindi 




( 2 \ 



il quale risultato, espresso per mezzo di «, è 

\dx*) Vdx dy) dx \dy 2 ) \dx) \dy) dx* * 

Biccome ò già conosciuto, questa equazione darà . 



L’equazione (1) è chiamata frequentemente « la prima equa- 
zione derivata, » o « l’equazione differenziale del primo or- 
dine; » e l’equazione (3) ò chiamata « la seconda equazione 
derivata, » o l’equazione differenziale del secondo ordino; » 
l’equazione u — 0 essendo chiamata « l’equazione primitiva ». 



182. Se il lettore riuscisse a dedurre correttamente da aò 
stesso l’importante equazione (3j dell’ultimo articolo, egli 
potrebbe omettere i due articoli seguenti, non essendo neces- 
sario di dirigere la sua attenzione sulle difficoltà che egli 
avrebbe potuto incontrare, o sugli errori che avrebbe potuto 
commettere. Però se egli ha sbagliato nei suoi tentativi, po- 
trà paragonare il suo procedimento col seguente. 

In (1), si ponga p per ( — , sicché v stia per 

flx 

(f) P+ (p). 

\dy/ \dxj 

— £)-G£sV® (IMS)- 

( dv\ (<Pu\ ( du\ ( dp\ ( d*u \ 

\dy) ~ \dy*jP + \dy) \dy) + \dy dx) ' 
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Così (2) diviene 



+(&>+(*) (£)+(£)-•• 

h+*(£i)>+<£>+® !(|> + (I))=°- 
Ma (|) ?+ (£)=I- cìoè §■ (Art - n2) ’ e cod qne ‘ 

sta semplificazione otteniamo il risultato richiesto. 



Un errore molto comune si è di omettere le parentesi in 

d £}t + (£)■ ° c ° si (2) 6 scritt ° % e vi rimano ° n 



termine superfluo , cioè 



studente , 



<py 

dy dx ' 



dp 

dy 



o corno forse ò stato scritto dallo 



183. Nell’ Art. 182 procedemmo strettamente secondo quanto 
esigeva letteralmente la regola racchiusa nell’ equazione (2) 
dell’ Art. 181. Avremmo potuto ragionare nel seguente modo. 

Si tratta semplicemente di esprimere simbolicamente ^.il 
fatto, che il coefficiente differenziale di 




rispetto ad x è zero. 



Ora il coefficiente differenziale di 




rispetto ad x, è 



/ (Pu \ / d ì u\ dy _ 

\dx dy) + \dy l ) dx ’ 



cd il coefficiente differenziale di rispetto ad x è i 
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Quindi il coefficiente differenziale di \~) è 

\dyj ilx 

\( <Pu \ , (d?u\dy\dy (du\dhj 
1 \dx dy) \dy 3 ) dx) dx + \dy) dx 3 ' J ‘ 

D’altronde il coefficiente differenzialo di è 

( <Pn \ dy ( (Pu\ m 

\dydx) </x V/xV 1 '* 

Riunendo i termini in (1) e (2), abbiamo 

/ 2 ( <p* \ (Ìy , / /f/j/V _ / du\ (Py _ 

\dx 3 ) \dx dyj dx \dy*J \dx) ' \dy) dx * 

184. Non è necessario di procedere oltre con i coefficienti 
differenziali successivi delle funzioni implicite, poiché le equa- 
zioni diventano troppo complicate por essere spesso usate. Il 
lettore, come un esercizio, può ottenere il risultato seguente 
dall’equazione (3) dell’ Art. 181, per mezzo di uno dei me- 
todi usati negli Art. 182 e 183: 



/ d'u 
W. 



d 3 u\ - 

/ 1 \dx*dyJ dx 



+ 3 



^ d*u \ dy 

K; 



( d»u \ (dy\* , (cPu\ (dy V 
\dx dy-) \dx) \dy 3 ) \dx) 



[f <Pu 



dx d y 



dx dy */ \dx/ \dy 3 

\ ( dhi\ dy\ rPy , ( du\ <Py 

J 1 \dii 2 J dx) dx * \diiJ dx 3 



Possiamo osservare che spesso si è trovato utile di usare 
una certa notazione abbreviata per i coefficienti differenziali 
parziali. Così se 5 (.T,y) è una funzione qualunque di x ed j/, 
ogni coefficiente differenziale parziale della funzione può es- 
sere indicato dalla lettera ?, con accenti superiori corrispon- 
denti al numero delle differenziazioni rispetto ad x, e con 
accenti inferiori corrispondenti al numero delle differenzia- 

/ (Po (,r, y)\ 

zioni rispetto ad y. Per esempio, 9 " indicherà ( — ^ — J , 

' ( fj". 1/)\ 

e 9 / indicherà ( — , , ) , e così di seguito. 

\ dx dy / 

Possiamo anche usare y’ per ~ , ed y" per f -~, e così di 

u»C ClJu 

seguito. In tal modo con questa notazione le equazioni (1) 
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c (3) dell’ Art. 181, e l’equazione che si può ottenere da (3) 
saranno espresse rispettivamente come segue: 

?' + ?,y' = o, 

?" + 29/1/ + ?,y* + 9,)/' = 0 , 

?"' + 3 ?/V + 3 ?,/y ' 2 + ?„,y' s + 3 (?/ + ?,y) y" + ?,y"' = o. 

185. Si suppongano le due equazioni 



f[x, y, z)~ 0 , 
F[x,y, z) = 0, 



esistere simultaneamente , nelle quali a; è la variabile indi- 
pendente ed y e z sono variabili dipendenti. Dalle due date 
equazioni possiamo eliminare s, e così trovare un’equazione 

tra y ed x. Quindi — può essere determinato. Similmente, 

/ (XJj 

dalle due date equazioni possiamo eliminare y, e così tro- 
vare una relazione tra z c d se, onde ^ può essere determi- 
nato. Nei casi in cui l’eliminaziono è noiosa 0 impraticabile 
possiamo procedere nel seguente modo. 



Si dinoti f(x,y,z ) con u ed F(x,y,z) con v. Poiché y e 
z sono funzioni di x, il coefficiente differenziale di n rispetto 
ad x è, per gli Art. 172 e 174, 

(<lu\ ( ( ]u\ ^ . 

\dx) + \dijJ dx \dz) dx ’ 



e poiché n è sempre = 0, abbiamo 

r du\ , fdu\ dy fdu\dz 
dx \dzj dx 



0 



fdu\ 

\dyJ 



Similmente, 0 
dalle quali troviamo 



r hL 

dx 



=(: 

fdv\ / dv\ dy /dv\dz 
\dx) ^ \dy) dx ^ \dz) dx 
io 

/ dti\ f dv\ /< 7 ®\ / du\ 

\dxJ \Tz) ~ \dx) \dz 

(du\ (dv\ ( dv\ tdn 

\dy) \dz) \du) \dz 



dlt\ 



.( 1 ). 

■( 2 ); 

• (3), 
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DIFFERENZIAZIONE DELLE 



dz 

dx 



/ dv\ / du\ f du\ /d®\ 
\dx) \dy ) y Ix) \dy) 
(dv\ / du\ / du\ / dv \ 
\dz) \ly) _ \dz) \dy) 



( 4 ). 



186. Differenziando le equazioni (1) 
colo rispetto ad x, otteniamo 



(2) dell’ultimo urti- 
li + o( dH \ , 9 ( (Pu \ d ± 4 ( dhl \ ( W 

\dx 2 ) \dx dij) dx \dx dz) dx V di/ 2 / Vdx/ 

, o \ (&* \(te V , (^V!f = o 

\dy dz) dx dx " \dz i )\dx) \dy) dx 2 \dz)dx 1 ’ 

(<fo\ , rfy , o f V \ ( M* 

Vdx 2 / ~ Vdx di// dx n Vdx dz) dx Vdt/ 2 / Vdx/ 

_/ d 2 ® \dy dz /d*p\ /drV /dzAd 2 ^/ / dp\ d 2 z _ 

\di/ dz) dx <{x + \dz‘) Vdx/ + \dy) dx 2 \dz) dx 2 

Da queste equazioni possiamo dedurre e cho pos- 
sono anche trovarsi differenziando le equazioni (3) e (4) del- 
l’ articolo precedente. 

187. Supponiamo di avere n equazioni tra n f 1 variabili 
rr, Vi z, t. Siano le equazioni 



F t [x,y,z , t) = 0 , o n, - 0 

F t (x,y, z, #) = °» otij = 0, 



F n [x,y,z, *) = 0, o «„ = 0. 

Per queste equazioni tutte le variabili eccetto una possono 
considerarsi funzioni di quest’ una. So x sia la variabile in- 
dipendente, abbiamo 




Digìtized by Google 




EQUAZIONI SIMULTANEE. 



161 



•=(SM£) 



dy 



4* + « 



(t) 



dt . 

dx ’ 



.dy J dx 

dalle quali n equazioni possiamo determinare le n quantità 



dy dz 
dx ’ dx ’ 



dt 
dx ' 



188. Si supponga — 0 essere la sola equazione che 

lega tre variabili, sicché s possa essere considerata una fun- 
zione implicita delle due variabili indipendenti a; ed y ; si 

. dz dz 

cerca di trovare ~r e ~r . 

dx dy 

Con ^ s’intende il coefficiente differenziale di z rispetto 



dz 



ad x, supponendo y costante, e con — il coefficiente diffe- 
renziale di z rispetto ad y supponendo x costante. Teoreti- 
camente possiamo per mezzo della data equazione trovare 
il valore di z espresso con x ed y e quindi effettuare la dif- 
ferenziazione con le regole comuni; (si vegga l’Art. 131). 
Ma per evitare la difficoltà di risolvere l’equazione data adot- 
tiamo un altro metodo. Si supponga y costante così che ab- 
biamo due variabili x e z, e si ponga n por 9 (,r, y, z), allora 
per l’Art. 178 



du\ ( du\ dz 



/ du 
\dx 



dx) \ dz) dx 

in cui f-r) sta per il coefficiente differenziale di n preso 
\dx) r (du\ 

nella supposizione che varii solamente x , c ( ) per il coeffi- 

ciente differenziale di « preso nella supposizione che varii 
solamente z. Similmente 

(£)+(£)£=* < 2 >- 

Le equazioni (1) e (2) determinano ^ e^. 

d*s (P~ 

Possiamo determinare e col metodo dell’Art. 180, 

ds* dy 2 

1. 20 






■ ^ = 0. 



(i); 
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o con quello dell’ Art. 181. So adottiamo l’ultimo, le due 
equazioni che otteniamo sono 



(dhi\ _ ( d-u \ dz ( rf*w\ (dz\ , (du\ 

VxV + 2 \dx dz) dx \<fcV Va;) + \dz) 

( d'-v\ t 0 ( (Pu \ dz / d 2 u \ fdz\ l / du 

\dy l ) \dydz) dy \dz 2 ) \dy ) \dz 



D 



t Pz_ 
dx 2 ~ 



0, 



d*z 
dy * 



0. 



Possiamo ottenere un’equazione per trovare — differen- 
ziando (1) rispetto a y, o (2) rispetto ad x. Deduciamo così 



/ dhi \ / d-u \ dz / \ è / d!*«\ dz dz 

Vx dy) \dz dx) dy \dz dy) dx \dz*J dy dx 

/ du\ drz 
\dzj dy dx 



= 0 . 



189. Supponiamo di avere due equazioni che legano quat- 
tro variabili; per esempio, 

f[v,x,y,z) = 0, o?< 1 = 0, 

F{v, x, y, z) = 0, o k, = 0; 

per queste equazioni v e z possono essere considerate fun- 
zioni delle variabili indipendenti x ed y. Se eliminiamo v 

a * fi 2/ 

otteniamo un’equazione tra z , x, ed y, sicché ^ e — possono 
essere ottenuti per mezzo dell’articolo precedente; e simil- 
mente se eliminiamo z possiamo trovare — e . 0 pure 
possiamo procedere cosi; da u t = 0 deduciamo, per l’ Art. 174, 

A/wA (du,\dv (du t \dx_ n 
\dx) \dv ) dx \ dz ) dx ’ 

e da «j = 0 abbiamo 

( du ì\ , / du 2 \ dv f dvA dz _ 

\dxJ ' \dv) dx + \dz ) dx ~ ’ 

dalle quali possono ricavarsi e . 
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Similmente, da u, — 0 ed ?# 2 = 0 deduciamo 
(d<\ , (du t \ do ( du A dz 

\dy) ‘ \dv) dy \ dz ) dy ’ 
/ duA ( du t \ do / du,\ dz 

6 \W + \Wj*j + \lte)dà- 0 ’ 

dalle quali possono trovarsi ~ c~^ . 

dy dy 



Nelle equazioni come quelle del presente articolo è molto 

lu t 

dy’ 



. df df dF , , du x 

co mune di scrivere , -f , —, etc. , per dinotare 

dy dv dy 

du. du » 

~T , -t 2 - , etc. 
dv dy 

190. Se i valori di x ed y che soddisfano un’equazione 
»— 0 tra a; ed y, annullano inoltre c (^j i ^ » che è 

§f 

prende la forma indeterminata -j . Se applichiamo il me- 
todo dell’ Art. 145, abbiamo 
(du\ 

,. \dx) 

' dii 

<dy 



il limite di 



= al limite di 



/ d ì u\ / r/*w \ dy 

\dx*) \dx dy) dx 



( c ^ u ^ dy ’ 

\dx dy) r \dy l ) dx 
il numeratore ed il denominatore della seconda frazione es- 
sendo rispettivamente il coefficiente differenziale di e 

di rispetto ad x. 

Abbiamo dunque 

/d*«\ / d*u \ dy 

+ \<£r dy) dx ^ 



dy_ 

dx 



/ d*u \ fdhé'K dy 
\dx dy) ”* Vr/r/V dx 



dy 1 
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In questa espressione dobbiamo sostituire in \ a v 

/./a. a ^ W 1 / Vrfj-rfy/ 



/ ( / 2 w \ 

{ -r-j ) , i valori di x ed y che si considerano, e cosi ot 
W/ rft/ 

teniamo un’equazione di 2° grado per trovare Questa e- 

CvJU 

quazione quadratica è 



l’equazione (2) si accorda con l’equazione (3) dell’Art. 181, 
ricordandosi che per ipotesi J = 0. 

191. Se i valori di x ed y che si considerano, oltre di 
rendere u — 0, — 0, = rendono anche 

/Wv _ 0 (JZlì-o 

\dx*J ” ’ V/i/V ~ ’ \dx dyj “ ’ 

allora il valore di ( — dato dall’ equazione (1) dell’ articolo 

precedente prende anche la forma jj . Quindi, applicando di 

nuovo la regola per trovare il limite di una tale frazione, 
abbiamo 



d 'l 

dx 



( dH\ g / d 3 u \ dy , / d 3 u ( d 3 u 

\dr 3 ) r \dx l dy)dx \dxdy 3 J\dx) \dxdyjdx* 
\ , n / " j d 'J , / / % Y / d'-u'yPy 
7 \dxdifJ dx \dy 3 ) \dxJ '' \dy-J dx 3 



( d 3 u 
\dx 2 dy. 



(!)■ 



Poiché e svaniscono, otteniamo da (1) 

AtyY o \ /%V q / \ </y / dbA _ 

\dy 3 J \dx) \dxdy*) \dxj \dx l dy) dx \dx 3 ) 

(2), 

in cui in tutt’ i coefficienti differenziali di u dobbiamo so- 
stituire i valori di x ed y che si considerano, dando una equa- 
zione cubica per determinare^. Si paragoni con l’Art. 184. 
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Si devo osservare che questo metodo è soggetto ad un’ o- 

biezione. Noi supponiamo che ( ~ n ì ~ e — -l sva- 

\dx dyj dx 2 \di/V dx 2 

niscano perchè in ciascun caso un fattore svanisce; però se 

d 2 y 

■7 — » fosse infinito , non seguirebbe necessariamente l’annul- 
V x . ( d 2 u \ cPy (d 2 u\ <Py 

,arsi di wv 3? e w») d ■ 

192. Es. tfi + 3a 2 y 2 — 4a 2 xy — a-x 2 = 0, o u — 0. 

Qui 



(a) = - ^ “ ìa ' x ’ 

(jy) = 4yS + _ Aaìx » 



quindi ^ = 



4a 2 y + 2 a 2 x 



2a 2 y a 2 x 



dx 4ifi + 6a 2 y — 4a 2 x 2i/ 3 + 3a 2 y — 2 a 2 x " 



Qui a;— 0, y =. 0, verificano u — 0, e fanno prendere a — 



la forma 



dx 



ò • 



Si differenziino il numeratore ed il denominatore, ed ab- 
biamo 



— al limite di 
dx 



2 a 2 ^ + a 2 

dx 



(6i/> + 3a')^-2a= 



2p+l 

dx 

3^-2 

dx 



ultimamente. 



Quindi, 

onde 

quindi 



2 (*£-*)= 



«ty 2± V7 
d® 3 
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In secondo luogo, supponiamo essere la data equazione 
ay 3 — bx i y + x x — 0. 

Allora • (jfe) — 4-z 3 — %bxy, 



(sW 



quindi 



Jr*. 

sdy ' ' 
dy Ax 3 — 2bxy 
dx — bx* — 3ay * 



Questo valore di ^ prende la forma ^ quando x ed y sva- 
niscono. Quindi, differenziando il numeratore ed il denomi- 
natore, abbiamo 

. 12#* - 2by - 2bx 

dy J dx 



dx 



2bx — Gay 



quando x ed y si fanno = 0. 

Di nuovo, abbiamo la forma Quindi, differenziando di 
nuovo, 



dy. 

dx 



2Ax 



Up-Z ix‘!pL 
dx dx* 



x ed y essendo messi — 0. Così supponendo che x ^ ed y 
svaniscano, abbiamo 
dy 
dx 



da cui 



o pure 



dy 



dx 



= 0 , 



d Jl = + J± 

dx ^VSa' 



193. Si può notare che l’equazione (2) dell’ Art. 190 dif- 
ferisce dall’equazione (3) dell’ Art. 181 solamente nella omis- 
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sione 



del termine 
dy 



fdu\ d ì y 
\dy) dx* 



Questo termine non si trove- 

dh/ 



rebbe se j- fosse una quantità costante, poiché allora -jp 



sarebbe zero. Quindi l’equazione (2) dell’ Art. 190 può essere 
dedotta differenziando l’equazione 





rispetto ad x e trattando ~ come se fosse una costante. 



Similmente, l’equazione (2) dell’ Art. 191 può essere dedotta 
dall’equazione (2) dell’ Art. 190 differenziando rispetto ad x 

e trattando ~ come se fosse una costante, 
dx 



194. Se nell’equazione (2) dell’ Art. 190 si lia 
avremo 





per uno dei valori dì . L’altro valore di ~ sarà infinito, 
dx dx 

poiché conosciamo dall’Algebra che se in un’equazione qua- 
dratica il coefficiente della più alta potenza dell’incognita 
diminuisce gradatamente senza limite, una delle radici si- 
multaneamente cresce senza limite. 



195. Il valore di y , quando i valori x=0, y — 0, gli fanno 
prendere una forma indeterminata, spesso può essere trovato 

y 

più semplicemente come segue. Basta cercare il limite di - 



a misura che x ed y diminuiscono senza limite; ciò é ovvio 
pel significato di ~ ; si vedrà ancora ciò , se ci riferiamo 

CIJC 

all’illustrazione geometrica dell’ Art. 38. 



Es. if 3 a-if - 4a 1 xy - «’r 2 = 0. 
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Onde, -* , = 0 - 

Se ora ha un limite finito, il termine y l ( - ) svanirà 

• 2 ? \X/ 

per y = 0, ed abbiamo per trovare il valore finale di -l’e- 
quazione 



4a * (S) - «* = 0, 

3 (;)’- 4 (ì)- 1=0i 



quindi 



?/ 2 ± y7 

x 3 

V X 

Se - ha un valore infinito, allora ha un valore zero : 

x -y 

ponendo l’equazione data sotto la forma 



y t + -4 a 2 (j)*= 0, 



vediamo che - = 0 non la soddisfarebbe nel limite. Quindi - 

y x 

non ha un valore infinito. 

In secondo luogo, sia 

ay 3 — bxhj + x x — 0 ; 



onde 



I- x = 0 : 



quando x svanisce, abbiamo 

li*©’-»}- 

y 

quindi , - = o ultimamente, 

x 

V \ ,J 

o puro | = ± Vi ■ 

Ancora, si supponga 

+ ax % y + bxy 1 — y* =. 0 ; 



onde 



.!/ 



A 2 



r + a : '+i - -?/ - ) =0- 
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y 

I valori limiti finiti di - sono dati da 

x 



(!)■=»> 



quindi 



y - = o, 

x 



y 

X 



a 

b 



o pure 

E poiché l’equazione data può essere messa sotto la forma 

X li 

vediamo che - = 0 nel limite la soddisfa: quindi - = co ò 
V x 

nel limite un altro valore. 

Adunque i limiti di ~ sono 



O u. 

i 0 — T , 0 oc . 

0 

Questo metodo è esente dalla difficoltà indicata in fine 
dell’ Art. 191. 

Se si volesse conoscere col metodo di questo articolo il 

valore di nel punto pel quale x=a, y—l, possiamo porro 
cix 

a + x' per x e b + y 1 per y nell’equazione che lega x ed y. 

(li/ 

Avremo allora da trovare il valore di -d- quando x' = 0 ed 

dx 

y' = 0; e questo può farsi col metodo mostrato negli esempi i 
precedenti. 

ESEMPII. 

1. Se n~ in cui 2 cd y sono funzioni di x, 



trovare 

1. 



du 

7x 



21 
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2 . 



3. 

4. 

5. 

6 . 
7. 



Se w = sen~‘ -, in cui z ed y sono funzioni di x , tro- 
V 

du 

vare -p . 
dx 

dy my , 

So yc ny — ax , ^ = ^TT^) ’ 

_ „ ~_ n dy y'-xy log?/ 

Se & T » dx x 2 — xy log x 

. • dy 

Se (a + y ) 2 [V - y 2 ) + (* + «)* y 4 = °> trovare ( 7Ì • 

. . c/i/ 

So scn [xy] - mx, trovare ~ . 

cPy 2a s xy 

Dato y 3 + x 5 — 3#xy — 0, mostrare che * 



— • 8 . 



9. 



. c/>/ cPy . , 

Dato x*+2xx 2 y = «y 3 , trovare ^ e e scrivere la ter- 
za equazione derivata. 

du 

Se y=<f(x,y,u) e <!>(*, y,*)=0, trovare ^ . 



. r/ó </cp dty dy dty 

. . . du dx dy dy dx dx 

Risultato j x -~ c/9 _ cy» <£9 _ rf* ' 

c/w dy dy d» du 
. . , dii 

10. Se « = <j(x,y), ed «=x( x )i t rovare • 

Risultato {x'(x} - (§) } = G’) X'M- 

11. Se #=a* + V(secxy) trovare^, (1) quando x ed y sono 

indipendenti, ;2) quando x+y=a. 

v dy 

12. Se « x + ^(sccxy) = 0, trovare ^ . 

» 

, dy y J (sec xy) tan xy + 2 a x yx v ~ * log a 

Risultato ~t~ = — y * 

x (sec xy) tan xy + 2a r x' } log « log x 
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- 13. Se x l +2ax 2 y — ay 3 = 0, mostrare che ~ = 0, o ±J2, 
quando x—0 ed y—0. 

14. So x* — ay i +2axy i +3ax t y=0, mostrare che o -1, 

dx 

. o 3, quando x — 0 ed y = 0. 

-15. Se ax 3 +x 3 y—ay 3 — 0, mostrare che — =1, 

dx 1 

quando x=0 ed y= 0. 

—16. Se x 2 y 2 = ( a 2 — y 2 ) (b + y) 2 , mostrare che — = h - , 

, „ , dx - J (a 2 -b 2 ) 

quando x—0 ed y— — b. 

17. Se (y 2 -x 2 )(z-l)(x-|)=2(y 2 +x 2 -2a:) 2 , 

trovare quando x ed y svaniscono, e quando x = l. 

Risultati C Z Ì ± V( 33 ) . 



18.) Se y K — y 2 + 3xy — 2.c 2 = 0, trovare ( — quando #=0. 

3 

Risultato 1, 2, o — 

& 

— 19. Dato W 2 + x ! + y 2 + i ; 2 _ c i j 

log (xy) + ~-a 2 , 

X 

lo s(^) + zx = b 2 , 

. du 
trovare — . 
dx 



Risultato u~ 
dx 



y 2 x—y ^ z 2 xz—ì 
x x+y x xz + 1 




+ ^~ 1 = °i 



trovare 



(Pz cPz d 2 z 
dx 2 ’ dx dy ’ C dy 2 ' 
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CAMBIAMENTO DELLA VAKIABILE INDIPENDENTE. 



196. Nell’ Art. 60 abbiamo dimostrato l’equazione 
dy 1 



e nell’ Art. 63, 



dx 



dy 

dx 



dx 

dy 

ilydz 
dz dx 



( 1 ), 



( 2 ); 



ed ora procediamo ad alcune estensioni di queste formolc. 

Date x ed y , tutte e due funzioni di una terza variabile 
z, si cerca di esprimere i coefficienti differenziali successivi 
di y rispetto ad x, per mezzo di quelli di y ed x rispetto a 3 , 



Abbiamo 



dy dy dz 
dx ~ dz dx 

dy 
dz 
~ dx 
dz 



per (2), 



per (1). 



d*y 

dx* 



Quindi ^ 



dy 
d dz 
dxdx 
Tz 



dy 
d dz 
dzdx 
dz 



dx 



per (2j . 



<Py dx cPx dy 
dz * dz dz * dz 



w 



dz 

dx 
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iPtJ dx (P.V (hj 

dz * dz dz 2 dz 



( 



dx\ 3 

Jz) 



per (1). 



dhj dx d 2 x dy 

d 3 y d dz 2 dz dz 2 dz 

lu seguito, —, = 3 -.. 



c 



(ÌX \ 3 

dz) 



dz 

dx 



/ d 3 y dx d 3 x dy\ ( dxX 3 „ / dx\ 2 d 2 x /d 2 y clx _ d 2 x dy\ 
\dz 3 Jz~Jz 3 dz) \Jz) ~ à \Jz) Jp\dz 2 dz dz 2 dz) dz 



(f)‘ 



dx 



/ d x y dx d 3 x dy\ dx ,, / d?y dx (Px dy\ 

\l^dz ~JJJz)jz~ à 7? \dz 2 Jz ~ dz 2 dz) 



( 



clx\ s 

Jz) 



d*y 



Similmente possiamo esprimere , etc. 

Questo procedimento è detto « cambiare la variabile indi- 

( py 

pendente da x a z; » poiché in la variabile indipenden- 

% (IX 

te è x, ma nell’espressione 

(Py dx d*x dy 

dz 2 dz dz 2 dz 

w 

la variabile indipendente è z. 

197. Supponiamo nell’ articolo precedente che si ponga 
- = !/• 

Abbiamo y^ = l, 7-7 = 0, 7-7 = 0, etc. 
dz dz 2 dz 3 

dx dx (Px _ <Px 

Jz-J,' J? ~ Jj 2 ’ e 
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c con ciò 



dy _ 1 
dx dx’ 
dy 



iPx 

( Py __ dy 2 

to'--Jdxy’ 

W 

dx d 3 x „ /d*x\ i 
d 3 y dy dy 3 \dy-J 
dx 3 ~ ~ /dx _ \« 

\dy) 

198. Le formolo dell’ Art. 1 97 possono anche ottenersi di- 
rettamente come segue, 



quindi 



dx dx ’ 
dy 

cpy d 1 
dx * ~ dx dx 
dy 

d 1 dy 
dy dx dx 
dy 

d\v d*x 

dy 3 dy _ _ dy 2 
/ dx\* dx / dx\ 3 ’ 

\dy) \dy) 



(Px d-x 

d 3 y _ d dy 2 _ d dy x 

dx 3 — dx / dx\ 3 ~~ dy / d.r\ s 

\dij) \d>/y 



dy 

dx 
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(Px (dx\ 3 _ o fdxV (d*xy 

dy 3 \dy) \dy ) \dy-) 




(Px dx „ / d ì x\ 2 
dy 3 dy v/yV 




Questo procedimento è detto cambiare la tariabile indi- 
fendente da x ad y. 

199. Rispetto all’ uso degli articoli precedenti dobbiamo os- 
servare che, come accade per alcune altre parti del Calcolo 
Differenziale, lo studente acquista qui materiali da adoperare 
in alcuni dei soggetti seguenti. Alcune espressioni possono 
alle volte semplificarsi di molto trasformandole nel modo so- 
pra indicato ; di tali esempii se ne vedranno alla fino di 
questo Capitolo. 



200. Il seguente è un caso importante. 



Cambiare la variabile indipendente in x n 
sendo x = e 1 . 



d y , . 

— da x a t, cs- 
dx n 



Abbiamo 




quindi 



= nx n pi + x n+i 
dx 11 



d n+ 'y _ 
dx n+ ' 5 




- nx n = x" + ' 
dx 



d n+ 'y 
dx n+t * 



Questo risultato per brevità può essere espresso cosi 




(!)■ 
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Si 


ponga 


n = 1 ; allora 










( d ! 


Y r ^_ 


r2 <*/ 






\dt 




' dx* ■ 


Ma 




dy 


dy dx 


dy ' 
x — « 




dt 


dx dt 


dx’ 


onde 


' 


x ,£y- 


(± _ 1 


\ dy 




dx 2 


\dt 


) dt ' 


Si 


ponga 


« = 2 in (1); 


allora 








(.%-*) 


II 

« 


dx 3 ’ 



o da (2), 

-3=&-*)tè-03l « s »- 

Procedendo cosi deduciamo 



* % = ii - (« - >)} 1 rr <*- s *ì ••• a - '} % < 4 -’- 



dx 11 \clt 



J '"Idi 



di 



201. È spesso utile nelle applicazioni geometriche del Cal- 
colo Differenzialo di avere espressioni per ~ e in ter- 
mini di 0, supponendo 



a; = rcosO| 

y — r sendf ’ 

Poiché y ò per supposizione una funzione di r, segue da (1) 
che sussiste un’equazione tra re 0, sicché r può essere con- 
siderata una funzione di 0. 



Ora 



d_y 

dy _ dh 
dx dx 

dò 



. dr , 

sen 0 — + v cos 0 
d i) 



, dr 

cos 0 — — r sen 0 
c/0 



, da (1), 



(Py 

dx* 



, sen 0 - + r cos 0 
d d 0 



d() dr . , 

cos 0 — — r sen 0 
c/0 



c/0 
dx ‘ 
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Il numeratore di questa frazione è 

/ , (Pr n . dr ,\ / . dr \ 

(sen b -jj-j + 2 cos 0 — — r sen b M cos 0 — r sen 0 I 

V 

/ f/fy rff \ / \ 

— I cos 0 ^ — 2 sen 8 — — r cos 0 J (sen 0 + r cos 0 1 

ed il denominatore è 

/ , dr \ 3 

1 cos 0 — - r sen 0 1 . 

\ d 0 / 

•> o / drV d*r 
d*.j/ + 2 Vd9/ _r dò* 



Quindi, 



dx* 



( .dr \ 3 ’ 

l cos 0 ^ — rsenO I 



202. Sia w una funzione delle variabili indipendenti x 
ed i/, cioè u=/(x,y); e si suppongano x ed y funzioni di 
due nuove variabili indipendenti r, 0, sicché 

.r = Z 1 , (r, 4), 

!/ = / 7 2 (r, 0). 

Si cercano i valori ^ c espressi per mezzo dei coeffi- 
cienti differenziali di « presi rispetto alle nuove 'variabili. 

Se per x ed y sostituiamo i loro valori in termini di r e 
0, rendiamo u una funzione esplicita di r e 0. Ora, per 
P Art. 169, 

du __ du dx du dy 
dr ~ dx dr dy dr ’ 

du _ du dx du dy 
db dx db 1 dy db ' 

Da queste equazioni possono trovarsi — e -- . 

203. Se le equazioni che legano x , y, r, 0, in vece di quelle 
nell’ Art. 202, siano 

r = J<\ [x, y). 



1. 



b - (i r , y), 



oo 
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possiamo usare le forinole 



du du dr du d 0 
dx ~ dr dx di)dx' 



du du dr 
dy dr dy 



dudi) 
Mdy ' 



204. Se le equazioni che legano x, y, r, 0, sono date nella 



forma 

F t (x,y,r, 0) = 0 - (1), 

F t (x, y, r, 0) = 0 (2), 



per trovare i valori di — *? , ^ richiesti dalle for- 

r dr d 0 dr dii 

mole dell’ Art. 202, eliminando successivamente y ed x da (1) 
e (2), possiamo ottenere esplicitamente i valori di x ed y in 
termini di r e 0. O pure, per l’Art. 189, possiamo trovare 

dx dy ... . . 

-jt e -jt dalle equazioni 
r/0 d 0 ^ 



\ dO ) \dx ) f/0 \ dy ) dii ’ 

w/0 / \ da? / d0 ^ \ dy ) di) * 

ed usare due simili equazioni per ^ e ^ . 



205. Es. «=/(£, y), 

x — r cos 0, 

S 

y = r sen 0, 



V 



do; 

d0 



= — r sen 0 , 



dji 

di) 



= r cos 0, 



dx . 
-j- = cos 0, 
dr 



dy 

dr 



= sen 



0 . 
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Quindi, per l’Art. 202, 



onde 



dn . du 
— = cos 9 — -f sen 
dr dx 



du 

dy r 



du . du , du 

— = — r sen 0 — - + r cos 0 — 
db dx dy 



du . du 

— = COS 0 — - 

dx dr 



\ 



du 

dy 



. du 
dr 



— — sen 0— + - cos 0 , 



1 du 

■ - sen 0 — , 
r d$ 

1 . du 

~db 



( 1 ). 



Se procediamo secondo l’Art. 203,. dobbiamo porre le equa- 
zioni tra x, y, r, 0, sotto la forma 



r = (x* + y 1 ), 9 = tan 1 ~ ; 



onde, 



dr x 

dx (x 2 + y 2 ) — r ’ 

dr _ y y 

dy ~ V (x 2 + y l ) ~ r * 



db. 


y 


dx ~ 


x 2 + y 2 


db 


X X 


dy ” a: 2 


+ y*~ r 4 



quindi 



du x du y du 
dx — v dr r 2 d 9 ’ 
du _ y du x du 
dy ~ r dr r 2 rfO ’ 



( 2 ). 



CC 1 / 

Poiché ~ = cos 9 ed ^ = sen 9, le formolo (1) e (2) sono d’ ac- 
cordo tra loro. 

In questo ramo del soggetto i principianti sono esposti ad 
errori non ponendo sufficiente attenzione al significato pre- 
ciso dei simboli. Generalmente parlando la notazione mate- 
matica è cosi definita che il significato di ogni simbolo può 
essere fissato senza badare al contesto ; ma alle volte invece 
di usare un simbolo complesso per esprimere il nostro intento 
senza alcuna possibilità di errore adoperiamo un simbolo che 
in sè stesso può essere ambiguo, ma che è reso perfettamente 
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definito per mezzo della connessione in cui si trova. Così , 
per esempio, come abbiamo detto nell’ Art. 170, \n parentesi 
indicative di differenziazione sotto certe condizioni sono alle 
volte omesse, cioè, si lascia clic esse siano suggerite dal con- 
testo. 

Nel caso presente il significato dei simboli ~ ~ , ( ~ , 

liu 1 dr <70 dx 

che s’ incontrano negli Art. 202 e 203 deve essere osser- 

vi/ 

vato accuratamente. Noi potremmo usare una notazione più 
complessa, come per esempio la seguente; sia ty(x,y) una 
funzione di ® ed j/, o sia y (r, 0) la forma che prende i (x, j/) 
quando per x ed y si sostituiscono i loro valori in termini 
di r c 0; allora 

dx Q) \ d<b(x,y))dx ( dty (,r, y) \ dy 
dr 1 dx j dr 1 dy ) dr ’ 

e questa è l’equazione che nell’ Art. 202 è espressa più bre- 
vemente così, 



du du dx du dy 
dr — dx dr dy dr * 

11 principiante però deve rammentarsi che la seconda for- 
ma è un’abbreviazione della prima forma, ed egli devo ri- 
correre alla prima forma se incontra qualche dubbio sul signi- 

Acato dei simboli ~r , — , . 

* dx dy dr 

Non pertanto ò rispetto ai simboli -f , ~ , -,7 , ^7 che 
1 1 dr dr db ’ db 

si trovano nell’ Art. 202, ed i simboli ~ ^ ~ ^ , che 

dx dx dy dy 

si trovano nell’ Art. 203, che più frequentemente si commet- 
tono errori. Per esempio, i principianti alle volte s’ immagi- 

fi 77 (ÌV 

nano che il dell’ Art. 202 ed il — dell’ Art. 203 sono le- 
di' - dx 

dx fi')* 

gali dalla forinola — X^,~ 1. Questa forinola però non è 
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affatto applicabile qui; poiché essa suppone che vi sia una 
sola equazione che racchiude x ed r e nessuna altra varia- 
bile, il che qui non ha luogo. 

Nell’ Art. 202 supponiamo che x ed y siano espressi come 
(l 1} 

funzioni di r e 0, e — dinota il coefficiente differenziale di x 
dr 

quando r varia ma 0 non varia; e come r varia y varierà 
ancora, sicché nell’ insieme r, x, ed y variano e 0 non varia. 
Nell’ Art. 203 supponiamo che re i siano espressi come fun- 
dr 

zioni di x ed y, e y dinota il coefficiente differenziale di r 

(IX 

quando x varia ma y non varia; e come x varia 0 varierà 
ancora; sicché nell’insieme x,r,cb variano ed y non varia. 

Così il ~ dell’ Art. 202 ed il ~ dell’ Art. 203 sono formati 
dr dx 

in differenti supposizioni riguardo alle quantità che variano 
e le quantità che non variano. 



Nell’esempio del presente articolo il — dell’ Art. 202— cosO, 

dr x cr 

ed il ^ dell’ Art. 203 = - = cos 0 ; ed il prodotto dei due non 

é l’unità. 



206. Si supponga u una funzione delle tre variabili indi- 
pendenti x, y, z, e che queste siano legate da tre equazioni 
con tre nuove variabili indipendenti 0, o, r\ si cerca di espri- 
du du dii . . 

mere , — , —, per mezzo dei coefficienti differenziali di 
u presi rispetto alle nuove variabili. 



Abbiamo, per l’Art. 174, 



dii 


dudb 


+ 


du 


•jy. 


dii 


dr\ 


dx ~ 


' db 


dx 


dtf 


dx 


dr 


dx I 


du 


du 


db 


+ 


du 


dq 


du 


dr ( 


dy~ 


" i/Ò 


dy 


d<f 


dy + 


dr 


dy ( 


dii 


du 


db 




du 


dy. 


du 


dr \ 


dz 


Jb 


dz 


dy 


dz 


dr 


dz i 
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Ma per mezzo delle tre equazioni tra x, y, z, 0, 9, r, possiamo 
determinare i valori di 

d0 dO (IO dtp dtp dtp tir dr dr 
dx' dy ' dz ' dx ' dy ’ dz' dx' dy ' dz ’ 

du du du 
dx ' dy ’ ° dz ’ 



e quindi le equazioni precedenti esprimono — , — , e — , 



in termini di 



. d« du 



du 
e — r 



dO ' dtp ’ dr ’ 



Inoltre risolvendo le equazioni precedenti possiamo espri- 

du du du . . . . du du du 

mere -n , — , — , m temimi di — , — , e — , 1 quali 

dO dtp dr dx dy dz 

possono anche trovarsi per mezzo delle equazioni 
du du da; , du dy du dz 
dO dx dO r dy db ^ dz dO 



du du dx du dy du dz 
dtp — dx dy dy dy ' dz dy 
du _ du dx du dy du dz 
dr dx dr dy dr r dz dr ] 



( 2 ). 



207. Supponiamo, per dare un esempio su ciò che prece- 
de, che si ponga 

x — r sen 0 cos y, y = r sen 0 sen y, z — r cos 0. 

Onde, per applicare le equazioni (2) dell’ Art. 206, abbiamo 



dx 

dO 



= r cos 0 cos y, 



dy » 

-~ = r cos 0 sen o, 
dO 



dz . 

a = -r S en«, 



= r sen 0 cos 9, 



dy 
dy 
dy . 

-p- — sen 0 sen tp, 
dr 



du 



dz 

dy 

dz 

dr 



dx . 

~- = — r sen O sen y, 

dee 

— = sen 0 cos y, 
quindi 

du . . du . ttw . 

-jt — r cos 0 cos y -fr cos 0 sen 9 - — r sen 0 — 
dO * 7 dx dy dz 

du . du . du 

— = — r sen 0 sen 9 — + r sen 0 cos 9 -y 

dy 7 dx 7 dy 



= 0 , 



= cos 0 ; 



du 






du 

dr 



du 



du 



du 



— sen 0 COS9 — + sen 0 sen 9 -r- + cos 0 •=- 
7 dx 7 dy dz 
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Se adoperiamo le equazioni (1) dell’ Art. 206 , dobbiamo 
porre le relazioni tra x, y, e z, sotto la forma 

r = V (x 2 + y 2 +- z 2 ) , 

D = lan-^ + .v‘). 



. dr 
quindi — 



o = tan "* - ; 
x 



x 



dx -J (x* + iy* + z 1 ) r 

dr y . 

— =z~ — sen 0 sen <? , 
dy r 

dr z . 

— = - = cos 0 , 
dz r 

dO z 



— - = senO cosip, 



a; 



_ _ cos 0 cos 0 

dx x 2 + y ì + z 2 \j (x* + y 2 ) r ' 
dO _ z y cos 0 sen 0 

dy ~ x 2 + y 2 + z* ' >J {x 2 + y 2 ) ~ r 
d 0 _ nj (x 2 + y 2 ) _ sen 0 

dz x 2 + y 2 + z 2 — r ’ 

dy _ y sen y 

dx 
dy 



x 2 + y 2 r sen 0 ’ 
x _ cos y 



dy x 2 + y 2 r sen 0 ’ 
dy 



d: 



= 0 ; 



V 



quindi 

du , du cos 0 cos 9 du sen y du 

— = sen 0 coso -7 1 7 r 

dx T dr r dO r sen 0 dq> 

dw . d« cos 0 sen 9 du cos y du f /n , 

3- = sen 0 sen 9 — + \ t- > * , 

dy 7 dr r di r sen 0 d? 

du . d« sen 0 du 

-j- = cos 0 — 7- 

dz dr r d0 

il che si troverà d’accordo con (1). 
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Per esercizio diamo i risultati che nascono dal differen- 
ziare le equazioni (2) della precedente investigazione. 

(Pu sen 2o f . . (Pu cos 2 0 (Pu 1 (Pu 

-’sen 2 6-r-; + 



dxdy 



2 T“" 'dr 2 
sen 20 dPu 



r 2 c (()2 r s sen*Q d? 2 



+ ' 



sen 2 0 du cos 



(Pu 



+ cos 2? -, 
sen 20 



dOdr 
(1 (Pu 



r dr 
cotO dru 



;os 0 /, 

V 



dxdz 



coso 



+ 



2 sen 0 + 

1 du\ m 

rdydr r 2 d?d0 r 2 sen 2 0 dtp! ’ 
_ [d-u 1 (Pu 1 du) 

* ( dr 2 r 2 dP r dr ) 

cos 20 cos? ( (Pu 1 dw| 
r \dOdr r dO) 
sen o ( 1 (Pu cos 0 d-u ) 
r I r dO d? sen 0 dr dtp) 



1 \ dui 
sen 0/ dO \ 



sen20coso . cos20coso „ seno „ 

= -A -\ - B + C, poniamo; 

1 1 r r 

d 2 u sen 20 sen? < cos 20 sen ? D cos? „ 

2 A 4 r B f L ; 

dìi 

1 1 _L 

dr 2 



(Pu (Pu sen 2 0/l (Pu 

_ = cos 2 0^ + - 



\r dii- dr 



d, 

(Pu 

dx 2 

„ ( (Pu cos 2 0 (Pu sen20 (Pu 

cos 2 ?- sen 2 0 — j- + — — + — — - -j 

T ( dr 2 r l dO* r drd0 

1 



A sen 20 / 1 du _ d*tt\ _ 
•/ r \r d0 drdO/ ’ 



cos 2 0 dw sen20 du\ 
dr r 2 dO) 



sen 2? ( d*« 
v 



(d? dr 
sen 2 ? ( 1 



+ 



r 

cot 0 d*« 



r 

d« 



r d0 d? r sen 2 0 d? 



ì 



d*« d« cot 0 du\ 
r I. r sen 2 0 d ? 2 dr ' r dOl ’ 

= cos 2 ? Z — - ? n ^ il/ -f - en ^ A r , poniamo , 



d 2 w , _ sen 2? 

-v-, — sen 2 ? Z -f ±- J/ 

dy 2 T r 



r 

cos 2 ? 



iV. 
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Addizionando, abbiamo 



rPu d 2 u d*« _ d 2 u 1 d% 1 d*« i 2 du cot b du 

dx 1 + dy 2 *" dz 2 dr 2 ' r* dO* ' r*sen 2 0 d? 2 ~ r dr r 2 db ‘ 

208. L’esempio seguente per due variabili indipendenti è 
analogo a quello nell’ Art. 200 per una variabile indipendente. 

Se x — e* ed y = e? si cerca di cambiare le variabili indi- 
pendenti da i ed t/ a 0 o ? nell’espressione 

„ d”u , -, d"n n (» — 1) d"w 

® da:’* + nX V dx u ~ t dy + 1.2 ' r >J dx n ~ 2 dy 2 + " ’ 

Si dinoti questa espressione con e dinoti ® n+l ciò che 
essa diventa quando n si cambia in n + 1 ; dimostreremo che 

dv„ . do„ 






Infatti 



d^^dv,,dx = dv^ 
db d c db dx ' 



dv n __ dv n dy dv n 
dy dy d<? J dy 

Ora si prenda un termine qualunque nell’ espressione rap- 
presentata da v„ e si eseguano le operazioni seguenti; si dif- 
ferenzii il termine rispetto ad * e dopo si moltiplichi per x; 
si differenzii il termine rispetto ad y e dopo si moltiplichi 
per y; indi si aggiungano i due risultati. Si prenda per 
esempio r(r4-l) m ' > termine cioè 

n[n-l)...(n-r + \) . d n u 

[r J dx^dif ’ 



ed eseguendo le operazioni otteniamo 



»(»-l)...(li-r f 1) ( T „.,-r.r <P +t « 

[r \ J dx n+i ~ r dy 



“ “ 4 T n ~ r u r+t 

n+i~rj,,r 1 x J 



d n,, u 
dx n ~ T dy T ' 1 



4 nx”~ r y r 



dx n ~ r dy T 
23 
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Da ciò deduciamo che x + è eguale ad nv n in- 

dx ciy 

sieme con due serio; ed unendo i termini simili nelle due 
serie otteniamo una sola serie di cui il termine generale è 



(« + l)w(»-l)...(”+l— *• + !) 



IH 



X‘ 



>n+i-r 



y r 



d n+ 'u 



dz* + '- T dy T 



Quindi 



dv„ , dv. 



e così (1) è dimostrata; possiamo scrivere (1) per abbrevia- 
zione così, 



( d d ) 
v„^ t = i-rz + — -•» i 



( 2 ). 



m *~W + d<f \* 

Si ponga n = 1 in (2); allora 

( d d _ 1 ( d d , 1 ( du du) 

t ’*“Ì5d + rf9 -i r i- {dò + ^ _1 lrd® +y ^j 

_ ( d d .1 rf# du\ _ ( d d 1 1 f d , d ) 

~ {dO ^ dtp ) ^ ^9) — IdO ^ dtp ) IdO ^ dp\ U ' 

come si può scrivere; si ponga poi % — 2 in (2); allora 

{d , d _) ( d d a Ud d ,Ud d) 

V * )d0 + dtp 2 ) Vt ~\dO + d? 2 f W0 + d9 - ' 1 ) lato + dp\ U ’ 

Procedendo nello stesso modo otteniamo 

( d d . . 1 ( d d _) ( d d . H dO dì 

' f ‘"ldO + d9 _ ^ _ ' 1 T”ld6 j’d9 -2 )lrfÒ + 5?“ 1 Hd9 + d9r’ 

ESEMPII. 

1. Cambiare la variabile indipendente da x ad y nell’ equa- 
zione 



, d*u du 
x ltf + x dx + ’ u = a - 



supponendo y = log.r. 



r p U 

Risultato —5 + 11 = 0. 
di/ 
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2. Trasform are + 



V 



d* r i++d*-'i\+é?=* in un ’ equa - 

zione nella quale 0 è la variabile indipendente, essendo 

Q=tan _, x. 7j ^ d*w « 

Risultato jjZ + y = 0. 

3. Trasformare ^ ^ -y =. 0 , in un’ equazione nella 
quale £ è la variabile indipendente, essendo x* = 4£. 

Risultato 1-X + -J.+ 2/ = 0. 
d£* d£ 



4. So^ 



dx* (e c + e 



y ^FVt* ed # = Iog- 



J 



va-#*) 



, mostrare clie 



«-<■) § + (> - ^ * =*- 



5. Se x = cos allora 



(!-*)£» *4? = O diventa S ='0. 

' dx* dx df* 



6. Trasformare 



dy 

x Tx~ y 



— 7 , , , — , prendendo x = r cos 0, 

V! i+ ( I)} !,=rs “ 9 - 



Risultato 



vFsn 



7. Sex = rcos0, j/ = rsen0, mostrare che 

dy 

x + y-~ , , 

J dx 1 dr 



dy 

X dx~ y 



r dO 



8. Se x]= o (1 — cos £) ed y = a (ut + sen t), 

dhj . , 7 . , * cos * + 1 

esprimere ~ in termini di t. Risultato r— 

1 dx* a sei vV 
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9. Si supponga u una funzione di r ed 
r* = x,* + x** + x 3 * + + x, 1 



allora se 



( Pu (Pu 



d*« 



//-r * ri/r* Hr * 



» > 






ite,* dx 4 * dx, : 
mostrare che 

d*;t n — 1 
rfr* 



dx n ' 



0 , 



= 0 . 



r dr 

10. Dati x — a cos 9, y = i sen 9, esprimere 



1 + 



(D’f . 



(Pv 

f/x* 



in termini di 9. 

J» 

(a* sen* 9 r 5* cos* c) 1 



Risultato 



ab 

4 n z y 



= 0 



11 m j- d*i/ n e K -« * x */» 

11. Trasformare —, + 2^ x + ^ ^ + 

in un’equazione nella quale t sia la variabile indi- 
pendente, essendo x = log ^(tan£). 

Risultato ^ + nhj = 0. 

12. Cambiare la variabile indipendente da y ad x in 

- 4 tanj/ -f 2 tan*j/ ^ = 0, supponendo tan y = x. 

Risultato (1 + x*)* + 2x (1 + x*) ^ + 2^ = 0. 

v ' dx 3 ' rfx* flx 

13. Trasformare y4 + Gl)’ in un’espressione nella quale 

y è la variabile indipendente. 

(J-ft 

14. Dato x — t+P, trasformare in un’ espressione nella 

quale x c la variabile indipendente. 



Digitized by Googl 




DELLA VARIABILE INDIPENDENTE. 



189 



15. Se 



z — u — e sen u. 



e 



dimostrare che 
16. Se 




dz (1 — e 2 Y 
dv (1 + e cos®) 2 ’ 



or — a:*) — ■ 
' 1 dx* 



a} dz 

x dx 2 ~ ' 



ed a;* -j- y* = «*, 

dimostrare che x 1 4-^ — z — 0. 

dy* 

17. Trasformare 

(« + bx]ì % + A{a + bx) Wx +By = F (XÌ ’ 
ponendo a-Ybx — é. 

18. Se z è una funzione delle due variabili indipendenti x 

ed y, ed x ed y sono legate con due nuove variabili 
re 0 per mezzo di due equazioni, esprimere 

(Pz cPz d*z 
dx 2 ’ dx dy ’ ° dy 2 ’ 

in termini delle nuovo variabili 



Es. Se x~r cos 0, y — r sen 0, mostrare che 
rPz 
dx 1 
d}z 

(Pz 



= A + D cos 20 — C sen 20, 
= A — B cos 20 + C sen 20, 
D sen 20 + C cos 20 ; 



dx dy 

. _ d** . n 1 cPz 1 dz 

m cui A + B = r , A — B = —z-rrr+ - - j- , 
dr* r 2 d0 2 r dr 

1 d*z 1 dz 

~ v dr dO r* dO 
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KSEMPII. 



19. Se x, y, z e i;, >1» ?> sono 1° coordinate dello stesso punto 
p riferito a due differenti sistemi rettangolari, dimo- 
strare che 

(Po d 2 9 <f*qp __ (Pcf d 2 q> cPy 

d^ + d^ + -dz i ~’W + dr^ + d&' 



ed 



x = 7/e-, 
(Ps dz 



dimostrare che y -r\ + -j- = 0. 

dy 2 dy 



21. Dato 



(Px\' , fdhjy 
u “ \rfsV + \*V ’ 

/ dj;V / dy\* _ . 
\ds) * \ds/ 



mostrare che 



u 



( ds \ * _ /d^y , f(Py y _ ((Ps\* 
\dt) ~\dPj + \dPj \dpj ‘ 



22. Trasformare ^ - sec 0 cosecO ^ + y ft 2 tan 2 0 = 0, in 

un’equazione nella quale x sia la variabile indipen- 
dente, avendo messo x = log (sec 0). 

Risultato + ìPy = 0. 
dx 1 

23. Se t / = <r° ed s = senO. 



dhj 



24. 



- „ _ . 3 senO cosO — sen 2 0 — 2 J. 

dx 3 cos 5 0 1 

Se s = e x + e y , e t = e~ x -f e~ y , esprimere 

d-u n d ì u cPu . . . . du du 

33 + 2-^r^+ ^internimi di ^ . 



dx 2 dx dy di/ 2 



. . „ (Pu „ . dhi d*« dw . (lu 

Risultato s - 2 st-^-j- £ + t rf<t + s 7, + * rf* ’ 

25. Se re = ae° cos ?, ed y = «e° sen tp, mostrare che 



» d 2 u _ 



d 2 u , Pu (Pu du 
dx dy ^ * dy* d? 2 dO 
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CAPITOLO XIII. 



MASSIMI E MINIMI DELLE FUNZIONI DI UNA VARIABILE. 



209. Si supponga 9(35) dinotare una certa funzione di x, 
e che mentre la variabile x passa gradatamente da un defi- 
nito valore ad un altro, o(x) varii in modo che sia talora 
crescente e talora decrescente. Vi debbono essere allora alcuni 
valori di x, per i quali tp(x) incomincia a decrescere, essendo 
stata prima crescente, o incomincia a crescere, essendo stata 
prima decrescente. Nel primo caso, cp(x) ha per il valore par- 
ticolare di x un valore maggiore di quelli che ha per i va- 
lori adiacenti di a;, e si dice di avere un valore massimo. 
Nel secondo caso, 9(3?) ha pel valore particolare di x un va- 
lore minore di quelli che ha per i valori adiacenti di x, e 
si dice di avere un valore mìnimo. Quindi, questi termini 
massimo e minimo non sono usati per dinotare i valori arit- 
meticamente più grandi e più piccoli che una funzione può 
prendere; poiché si vede per la spiegazione precedente che 
una funzione può avere diversi valori massimi e minimi, e 
che un particolare minimo può essere maggiore di un par- 
ticolare massimo. 

210 . Def. Se mentre x cresce 0 decresce dal valore a per 
un intervallo finito, comunque piccolo, <f[x) è sempre minore 
di 9 (a), allora 9 (a) si dice un valore massimo di 9(3?); se 
9(3;) è sempre maggiore di 9 (a), allora 9 (a) si dice un va- 
lore minimo di <?(x). 

211. Regola per scoprire i valori massimi e minimi. 

Dinoti 9(x) una funzione qualunque di x. Per l’Art. 92, 
abbiamo 

A 2 

9 (® -f h) = 9 (x) + h<f'(x) +y-£ 9"(x + 6 h). 
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Se ?'(ar) non è zero possiamo dare un tale valore ad li che 
il segno di 

vt 

*?'(*) + f^2 ?"(*+«*) 

sarà per questo valore di h, e per tutti i valori inferiori di 
h, lo stesso che il segno di h<f'(x), poiché ^ <?"(# + () h) può sem- 
pre rendersi minore di prendendo h sufficientemente 

piccolo. In questo caso 

? [x + li) - <p(x) 

\ 

e ? (x — h) — 9 (a;) 

hanno segni differenti , e per conseguenza cp(x) non ha nò un 
massimo nè un minimo valore. 

Adunque, come prima condizione per l’esistenza di un va- 
lore massimo o minimo di (ar), dobbiamo avere 

?'(*) = 0 (!)• 

Sia a un valore di x dedotto dall’equazione (1), sicché 

tp'(«) = 0. 

Abbiamo ora, per l’Art. 92, 

h 2 h 3 

? (a + h) = 9 (a) + y-^ ?" [a) + ^ <?'"(«+ Oh). 

Si supponga <f"(a) diverso da zero; allora dando ad li uu 
valore sufficientemente piccolo, il segno di 

li 2 h » 

T3 ?' , W + g? w (« + «J 

h 2 

sarà lo stesso che quello di j-gcp'^a), o di a" (a), per questo 

valore di A e per tutti i valori inferiori ; 
quindi 9 [a + h) — 9 (a), 

e 9 (a — h) — 9 (a), 

hanno gli stessi segni. 

Se dunque 9 "(a) è positivo 9 (a) è un valore minimo di ?(,x); 
se 9 "(a) è negativo <?(a) è un valore massimo di ?{#). 
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Se 9" (a) svanisce del pari che 9' (a) allora, per l’Art. 92, 

7,3 li K 

9 [a + lì) = 9 [a] + ~ «?'"(«) + ^ 9""(« + m. 

Con ragionamento simile a quello usato innanzi, possiamo 
mostrare che se 9'" (a) non svanisce 9 [a] non può essere nè 
un massimo nè un minimo valore di o(x); ma che se 9 "'(a) 
svanisce è 9"" (a) è positivo 9 [a) è un minimo, e se 9"' (a) sva- 
nisce e 9"" (a) è negativo 9 (a) è un massimo. 

Poiché questo procedimento può essere continuato finché 
si arrivi ad un coefficiente differenziale che non svanisce per 
x —a, abbiamo il seguente risultato. Affinchè <p(x) possa avere 
un valore massimo o minimo quando x —a, è necessario che 
questo valore di x faccia svanire un numero dispari di coef- 
ficienti differenziali successivi di 9 (x), cominciando dal pri- 
mo; quando questa condiziono è soddisfatta 9 (a) è un mas- 
simo se il coefficiente differenziale seguente è negativo ed 
un minimo se esso è positivo. 

212. Si deve osservare che nella dimostrazione precedente 

abbiamo usato 0 per dinotare una f razione minore dell’ unità., 
e non si deve supporre che la stessa frazione sia dinotata 
ovunque il simbolo viene adoperato. Inoltre abbiamo supposto 
al solito che nessuna delle funzioni 9 '(a), etc. sia 

infinita. Vedremo qui appresso, che i valori massimi e mi- 
nimi si possono avere quando 9' (j:) = co , del pari che quando 

<?'(*) = 0. 

213. Supponiamo che quando x=a, la funzione o(x) abbia 
un valore massimo 0 minimo, e che 9” [a) sia il primo coef- 
ficiente differenziale che non svanisca, n essendo pari. Per 
l’Art. 92, poiché 9' (a) , 9" (a) , etc. svaniscono tutti sino a 
9" -, («) inclusivamente, abbiamo 

?' (« + A) = ? (a) + ~ (a + «), 

9' (a - h) = - -^-j- 9” (a) + ^ 9"' +l - «,*), 



in cui 0 e 0, sono frazioni proprie. 

Da questi valori di 9 '(a + h) e<f'{a — h) vediamo che y(x) 
cambia di segno quando x passa pel valore a. Se supponiamo 
x crescere e passare pel valore a, allora o'(.r) muta dal po- 
1. 24 
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VALOKI massimi k mimmi 



sitivo al negativo se 9 n (a) è negativo, cioè, se 9 (a) è un mas 
simo; e 9' (a;) muta dal negativo al positivo se 9" (a) è posi- 
tivo, cioè, se 9 (a) è un minimo. Ciò suggerisce un’altra forma 
per la definizione dei valori massimi e minimi e per la ri- 
cerca delle condizioni della loro esistenza che diamo nel pros- 
simo articolo. 

214 . Def. So variando x in un intervallo finito, comunquo 
piccolo, <?(x) cresce finché x~a e poi decresce, 9 la) si dice 
un valore massimo di 9 (a); so 9(0:) decresce finché x—a e 
poi cresce, 9 (a) si dice un valore minimo. 

Per l’ Art. 89 , se il coefficiente differenziale di una funzione 
è positivo questa funzione cresce con la variabile, e se il 
coefficiente differenziale è negativo la funzione decresce al 
crescere della variabile. Quindi, al crescere di «,9' (x) deve 
passare dal positivo al negativo quando x — a, se 9 (a) è un 
massimo, e dal negativo al positivo se 9 (a) è un minimo. Ma 
una funzione può solamente mutare il suo segno passando 
per zero o per l’infinito. Quindi, dobbiamo trovare i valori 
di x che rendono 

?'(*)= 0 , 

o <p'(x) = 00 ; 

e se passando x per uno di questi valori 9'(x) muta di se- 
gno, abbiamo per questo valore di x un massimo 0 minimo 
valore di 9(3:), secondo che, crescendo x, il cangiamento ò 
dal positivo al negativo 0 dal negativo al positivo. 

Es. ( 1 ) Si supponga 9 (x) = x* — 9 x* -t- 24 x — 7 , 
allora o'(x) = 3 (x* — 6x + 8), 

a"(x) — 6 (x — 3 ). 

Se poniamo 9'(x) = 0 otteniamo x = 2 , o x = 4 ; 
quando x — 2 ,o"(x) è negativo, 

quando x — 4 ,<f"(x) è positivo. 

Quindi quando x =, 2 , 9 (x) ha un valore massimo, e 
quando x = 4 , 9 (x) ha un valore minimo. 

Es. ( 2 ) Sia 9 (x) = e T + cr* 4- 2 cos.r; 

onde 9' (x) = e T - e~ x - 2 sen x, 

9” (x) = e r f- e~ r - 2 cos x, 
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(f'"(x) = e x 



e x + 2 senx, 



9 "" (x) — e r ' + e x + 2 cosx- 



Se x = 0, abbiamo 9 '(x) = 0, <p"(x) = 0, 9 "'(x) = 0, e 

9 ""(x) = 4. Quindi, 9 (x) è un minimo per x = 0 . 

Si può mostrare facilmente che x — 0 è il solo valore di 
x pel quale 9 '(x) svanisce; infatti 

e r = 1 + cc + + ctc.. 



« 



2 sen 



_ « . lv 1 

= 1 " X + [2 _ [3 + et c-’ 

3 



quindi 



x = 2 | 
9'(x) = 4 



x ■ 



x° X 1 * 

[3 + tl 



{ X 3 X 7 

J :-=• 4- ^ 



{[3 + [7 + LH 



— etc. | - r 

H ) 
-f* ctc. 1 



Tutt’i termini in ?'{x) essendo dello stesso segno, 9 '(.r) non 
può mai svanire eccetto quando x — 0 . 

clu 

Es. (3) si supponga — = x (x — l ) 1 (x — 3) 3 , per quali va- 

Cll V 

lori di x sarà u un massimo 0 un minimo? In questo esempio 
il metodo dell’ Art. 214 Ò preferibile. Quando x è negativo 

^ è positivo; quando x è positivo, e minore dell’unità, 

è negativo. Quindi ^ muta dal positivo al negativo quando 

(IX 

x passa pel valore 0, ed x= 0 rende u un massimo. Quando 

. du . ... 

x = l, . svanisce; esso però non cangia il suo segno, ma 

continua ad essere negativo finche x = 3, e dopo ciò esso è 
positivo. Quindi, quando x = l, u non ha nè un massimo 
nè un minimo valore, ma ha un valore minimo quando x=3. 

Supponiamo che nell’ ultimo esempio dato si volesse sem- 
plicemente conoscere se x = 0 dà un valore massimo o mi- 
nimo ad u, e che dovessimo procedere secondo il metodo 
dell’ Art. 211 : abbiamo 
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— = x(x- 1 )*(«- 3 ) 3 > 

= (x - 1)* (X - 3) s + 2x (x- 1) (x- 3;S + 3x (x - l) 1 (*-3)*; 



quando x = 0 il primo termine in è negativo, e gli al- 
tri due termini svaniscono 'poiché essi hanno tutti e due x 
per fattore. Quindi non avevamo bisogno di esprimerli, ma 
potevamo porre 



d ì u 

(7x* 



(x — 1]* (x — 3j s + termini che svaniscono quando x=0. 



Questa osservazione è importante ad essere notata, poiché* 
in esempii come il precedente ci risparmia la pena di scri- 
vere termini superflui. 



215. Valori massimi e minimi di una funzione implicita. 

Sia 9 (x, y) = 0 un’equazione che lega x ed y; si cerca di 
trovare i valori massimi o minimi di y. Per la data equa- 
zione conosciamo che y deve essere una certa funzione di x, 
e se l’equazione si può risolvere possiamo esprimere y espli- 
citamente in termini di x, e quindi trovare i valori massimi 
o minimi di y per gli articoli precedenti. 

Ma invece di risolvere la data equazione possiamo proce- , 
dere nel seguente modo: per l’Art. 177, 

(d H. 

du\ ’ 

dyJ 

in cui u sta per 9 (./•, ij). Ma i valori di x che rendono y un 
massimo 0 un minimo debbono, per l’Art. 211, trovarsi ri- 4 

solvendo 1’ equazione ^=0. Quindi 

&£C 




e questa equazione, combinata con u = 0, determinerà i va- 
lori di x, che possono rendere y un massimo o un minimo. 
Per determinare se un tale valore di x rende y un massimo 
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o un minimo, dobbiamo, per 1* Art. 211, esaminare il valore 



di 



: ( I 2 'J 



da* 



. Per l’Art. 180 



. , , / du\ 
, poiché (j-J 

(~) 

Vd.iV 

\dyJ 



) = 0, abbiamo 



da* 



Quindi abbiamo questa regola: Per trovare i valori mas- 
simi o minimi di y, che ò una funzione implicita di x de- 
terminata da n = 0, dobbiamo trovare i valori di # ed y cho 

soddisfano ti = 0 e (jfa) ~ < l aan ^° questi valori si so- 

fcPw\ 

. Uv 



stituiscono in- 



w 



i la frazione h positiva, abbiamo ottenuto 



un valore massimo di y, se la frazione è negativa , abbiamo 
un valore minimo di y. 

Es. Se x 3 — 3 axy + y* = 0 (1), 

trovare i valori massimi o minimi di y. 



Qui 



dy ay — x 1 



dx~ y* — ax’ 

quindi ay — x- — 0 - . . 

Combinando (1) con (2), abbiamo 
a® — 2a 3 x s = 0 ; 

onde a; = 0, 

3 

o x — a v 2. 

I corrispondenti valori di y sono 

V — 0 , 

y — 

, 3 3 

bc sostituiamo i valori x = a J2, y = a\ 4, in — 



( 2 ). 



/ d t ìi\ 

W/ 

(-) ’ 
\dt// 
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cioè, in — otteniamo — -. Quindi vi ò un valore 
3(y 2 — «x) a 

massimo di y. I valori z'=0, y — 0, che annullano il nu- 
meratore di , annullano anche il suo denominatore; così 



dy 

dx 



dx 

prende una forma indeterminata, e dobbiamo scoprire il 



suo effettivo valore. Formando le equazioni derivate della 
data equazione, abbiamo 



*-^ 3 + (* 2 -* 03 +*(£) ,+ *-*- 

Allorché poniamo in queste % — 0, y — 0, la prima ci dà 

( ~ = 0, c la seconda . Quindi, quando x— 0, ed y~0, 

dx dx 1 òa 

y è un minimo. 



216. Se i valori di x ed y trovati da « — 0 c (-^r) —0, 
( p J \dxJ 

annullano -x-, allora affinchè essi possano rendere y un mas- 
l,x v Uh/ 

si mo o minimo, sarà necessario che anche svanisca. Ciò 

dx d 3 y 

può essere attestato facendo uso del valore di dato ncl- 

d*u (ljc 

1’ Art. 184; ed ottenendo una formola per simile a quella 

dhy . . >J dhj 

per -jy 3 or ora indicata, possiamo accertare se è posi- 
tivo o negativo per i valori particolari di x ed y. Non pertanto 

(fili 

a motivo della complicazione delle formole generali per ~ 

(IJC 



d*y 



e , è preferibile di determinarle in ogni esempio diret- 
tamente col metodo dell’Art. 184, anziché richiamare i ri- 
sultati di quell’articolo. 



217. Si supponga u='?(x,y) c ty(x, y) = 0; sicché y cuna 
funzione di x per la seconda equazione, e quindi per la prima 
equazione u è una funzione di x ; si cercano i valori mas- 
simi e minimi di u. Possiamo procedere teoreticamente cosi: 
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si risolva l’ equazione (x, y) — 0, e cosi otteniamo y in fun- 
zione di x; si sostituisca questo valore di y in 9 (.r, y ); così 
u diviene una funzione della sola x , ed i suoi valori mas- 
simi e minimi possono trovarsi eon le regole precedenti. Ma 
possiamo evitare la difficoltà di risolvere l’equazione <|< (rr, y) -0, 
nel seguente modo. 

Per l’Àrt. 172, abbiamo 



du _ / du\ ; / du\ dy 
dx \dx) ^ \dy) dx ' 

Inoltre, ponendo v per b(x, y), abbiamo, per l’Art. 177, 




Quindi, i valori di x ed y che rendono u un massimo 0 
un minimo debbono cercarsi tra quelli che soddisfano simul- 
taneamente 

(a)®-®®-* 

e '{'(ar, 1/) 0 v — 0 . 



Il valore di deve poi trovarsi con l’Art. 176, c dob- 

dx z 

biamo esaminare se i valori particolari di x ed y lo rendono 
positivo 0 negativo , per determinare se n è un massimo o 
un minimo. 



Es. 


u — x r 


+ 2/ 2 , 


mentre 


(X -«)• + (»-»)* - 


II 

0 

0 

II 

*1 


Qui 


f^)-2x 
\dxj ~ ’ 


®-* 


- 


■« 

I 

OJ 

II 

J0 


®=*<» 



Digitized by Google 




200 



ESEMPIO DI UN MINIMO. 



Onde x[ìj — b) — y (x — a) = 0; 

quindi ay = bx. 

Si sostituisca il valore di y in v — 0, cd abbiamo 

a; ’( I + l^)- 2x ( a+ v) +»’+»’=^ 



x — a -f 



ac 



onde *v — w i . . ... 

vV + **) 

Esaminando si troverà, che se prendiamo il segno supe- 
riore nel valore di x otteniamo un valore massimo per u , 
e se prendiamo il segno inferiore, un minimo. Questo esem- 
pio è una soluzione della quistione geometrica, « Trovare i 
punti sulla circonferenza di un dato cerchio che sono ad una 
distanza massima o minima da un dato punto. » 

218. L’ esempio seguente introdurrà il lettorea considera- 
zioni con le quali il procedimento per trovare i valori mas- 
simi e minimi può alle volte essere abbreviato. 

Per un punto dato P si tira una 
linea retta, che incontra gli assi 
Ox cd Oy in A e B rispettiva- 
mente; trovare la lunghezza mi- 
nima che questa linea può avere. 

Sia 0M=a, MP = b, PAO = 0, 




Allora 



PA 

PB 



b 

senO 1 
a 



cos 0 



Si ponga u — , h — e dobbiamo trovare il valore mi- 



nimo di u. 
Ora 

.. du 



sen 0 cos 0 ' 

r!u _ b cos 0 a sen 0 
r/0 sen*0 cos 2 0 ’ 



quindi ~ svanisce solamente quando tanO=y- . 

Dalla figura apparisce che facendo 0 o tanto piccolo quanto 
ci piace, o tanto prossimamente eguale ad un angolo retto 



\ 



\ 
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quanto ci piace, la linea AB può rendersi tanto grande quanto 

ci piace. Inoltre, variando 0 da 0 a ~ , vi deve essere un 

valore di 0 che dà alla linea AB la minima lunghezza che 
può avere, e questa più piccola lunghezza di AB soddisferà 

alla definizione di una lunghezza minima. E come ^ per 

un valore di 0 tra 0 e ^ non può mai cambiare il suo se- 

£ *» 



gno eccetto quando tanO = J- , questo deve essere il valore 

* & 

di 0 che dà la lunghezza minima che cerchiamo. 

Questo valore di 0 dà per la lunghezza minima il valore 



2 2 3 

[at + by. 

cì u 

In questo esempio è facile vedere pel valore di , che 

esso muta di segno dal negativo al positivo quando 0 cresce 
e passa pel valore assegnato; ma in quistioni più complicate 
è spesso più conveniente di mostrare nella maniera adope- 
rata innanzi , clic un massimo o un minimo deve necessa- 
riamente esistere, ed allora ci risparmiamo la pena di esa- 
minare se il coefficiente differenziale della funzione muta di 
segno quando svanisce. ^ 

219. Il procedimento per trovare i valori massimi e mi- 
nimi di una funzione implicita può essere esteso al caso nel 
quale una variabile è legata con più di un’altra variabile, 
il numero totale delle equazioni essendo minore di un’unità 
del numero totale delle variabili. Supponiamo, per esempio, 
le tre equazioni, 

F[x,y, z, u) - 0 , 

F,(x,y,z,u) = 0, 
i' 2 ?/, vi] — 0 ; 



u essendo la variabile di cui si vuol trovare il massimo o 
minimo valore. 



Dalle equazioni date segue che possiamo considerare y, z, 
ed v funzioni della variabile indipendente .r. Quindi 
1. 25 
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VALORI MASSIMI E MINIMI 



dF 

dx 

dF, 



+ 



dF 



dy 

dy dx 



dF dz + dF du ^ 
dz dx du dx ~ 



dF, dy , dF, dz , dF, du^ Q 
dx dy dx ' dz dx du dx 



•(!)• 



df\ 

dx 



dF t dy dF t dz dF 2 du 



+ 



+ 



dy dx dz dx du dx 



— 0 



Da queste equazioni possiamo eliminare e ^.» il 



du 



valore di ~ che allora otteniamo deve essere messo eguale 
dx ( j u 

a zero. 0, più semplicemente, possiamo porre — = 0 in queste 

equazioni, e poi eliminare ~ e ^ dalle equazioni risultanti 

CIJC CVJj 



che sono 



dF 


+ 


dF 


dy 


+ 


dF 


dz 


- fi 


dx 


dy 


dx 


dz 


dx ~ 


- u 


dF, 


+ 


dF, 


ày 


+ 


dF, 


dz 


= 0 


dx 


dy 


dx 




dz 


dx 


dF t 


+ 


dF t 


dy 


+ 


dF t 


dz 


= 0 


dx 


dy 


dx 


dz 


dx 



( 2 ). 



L’ equazione ottenuta eliminando e ~ , combinata con 

dx dx 

le equazioni F = 0, F, — 0, F* = 0, determinerà x, y, z ed u. 



Differenziando di nuovo le equazioni (1) , possiamo otte- 
nere e dal segno che i valori di x,y,z,u, già trovati, 

danno a questa quantità, determiniamo se u è un massimo 
o un minimo. 



220. Supponiamo di avere una funzione di n variabili, le 
variabili essendo legate da n — 1 equazioni, e cerchiamo il 
valore massimo o minimo della funzione. Per esempio, sup- 
poniamo tro equazioni 

F (x, y, z, u) = 0, F, (x, y, z, u) = 0, F t (a?, y, z , u) = 0, 
e cerchiamo il massimo o minimo di f(r, ?/, z, «h Tn questo 
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caso, alle equazioni (1) dell’ articolo precedente, in cui — non 

(IX 

devo essere supposto zero, dobbiamo aggiungere 



df ,_tydy , df dz dfdu 
dx T dy dx r dz dx du dx 



e 



Da queste quattro equazioni dobbiamo eliminare , -j- , 

du ... , x ax 

• L’equazione risultante combinata con le date equa- 



zioni F — 0, Fy — 0, 7^ = 0, determinerà x ,y,z, ed u. 
Formeremo quindi il secondo coefficiente differenziale di 

, , dry d 2 z iPu . 

f[x,y,z,u) rispetto ad x. Questo conterrà —, , — 2 , c i 



■ quali dovranno trovarsi differenziando le equazioni (1): dal 
segno di questo secondo coefficiente differenziale di f(x,y,z,u) 
si deciderà se la funzione è un massimo o un minimo. 



221. Nell’ Art. 214 si ottenne per la condizione affinchè 
f[x) abbia un valore massimo o minimo, che c?'(x) muti di 
segno, e quindi che <p'(x ) sia zero o infinito. I casi noi quali 
<?'(x) è infinito si presentano raramente, o negli articoli che 
seguono l’Art. 214 abbiamo considerato sempre che 9' (x) 
svanisca quando <p(x ) è un massimo o un minimo. Aggiun- 
geremo qui una proposizione la quale mostra che secondo 
il primo concetto dato dei valori massimi e minimi (Art. 209- 
213), pud esistere un massimo 0 un minima quando il coef- 
ficiente differenziale della funzione considerata diviene in- 
finito. 

Supponiamo che tp(x) sia una tale funzione di x che per 
x — a alcuno dei coefficienti differenziali di o(x) sia infinito, 
sicché 9 (a + h) non possa svilupparsi secondo le potenze di 
h col Teorema di Taylor. 

Supponiamo che con un procedimento algebrico non sog- 
getto ad eccezione si trovi 

9 [a + h) — 9 (a) = Ah 1 + Bh? + CW + etc., 

in cui a, p, y, etc., non sono necessariamente interi positivi. 
Se alcuno di questi esponenti è una frazione nei suoi mi- 
nimi termini con un denominatore pari, allora 9 (a— h) — 9 (a) 
sarà impossibile, c la considerazione dei valori massimi e 
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valori massimi e minimi. 



minimi diviene inapplicabile. Se nessuno degli esponenti è 
di questa forma, allora 9 (a — A) — <?(a) sarà una quantità 
possibile. Ora vi possono essere casi nei quali, prendendo 
A sufficientemente piccolo, il segno di Ah 1 determina il segno 
di 9(«+A) — 9 (a); per esempio, questo accade se il numero 
dei termini in 9 (o + A) — 9 [a] è finito , e gli esponenti 
a, p, y, etc., sono tutti positivi, ed a il minimo. Supponiamo 
tale caso, e sia a una frazione propria con un numeratore 
pari; allora 9 (« + A) — 9 («) e 9 (a— Aj — 9 (a) sono tutte e due 
positive se A è positivo, e negative se A è negativo, quando 
A è preso sufficientemente piccolo. Quindi 9 (a) nel primo 
caso c un valore minimo di 9(x) e nel secondo caso ò un 
valore massimo. 

Inoltre, poiché a è una frazione propria, 

^ Y '' rr ~~~ è infinito quando A’ = 0, 
ah, 



quindi 9'(x) è infinito quando x — a. 

Adunque 9 (x) può essere un massimo quando 9'(x) è in- 
finito. 



Es. Si supponga 



9 (x) = c+ (x - a ) 3 + [x — a) 3 ; 
9 [a + A) = e 4- A :l + A" , 



? [a)-c, 

2 * 

9 (a + /<) — 9 [a) = A 3 + A 3 . 

Quindi 9 (a + A) e 9 (a — A) sono tutte e due necessaria- 
mente maggiori eli 9 (a). Adunque 9 (a) è un valore minimo 
di 9 (x), ed è chiaro che o'(x) è infinito quando x~a. 

222. Intorno ad alcuni casi di Massimi e Minimi Geometrici. 



Occasionalmente s’incontrano in Geometria casi di valori 
massimi e minimi per i quali gli ordinarii procedimenti 
analitici sembrano essere in difetto, benché per considera- 
zioni geometriche sia ovvia l’esistenza di massimi e mini- 
mi. Il problema seguente introdurrà la difficoltà che ci pro- 
poniamo di spiegare. « Trovare la perpendicolare massima 
e la minima condotta dal fuoco sulla tangente di un’ellisse, 
la perpendicolare essendo espressa in termini del raggio 
vettore. » 
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L’equazione che dà la perpendicolare in termini del rag- 
gio vettore è 



P 2 



b*r 

2a^~r ; 



onde p ~ = ■ — — - , che deve essere = 0. 

dr (2 a — r)* 

Ora ciò può essere solamente soddisfatto da r — + co , i 
quali valori non sono ammissibili, mentre conosciamo dalla 
Geometria che p ha un valore massimo = a (1 + e), ed un 
valore minimo — ai 1 — e). 

La ragione per la quale non troviamo questi valori col 
precedente ordinario procedimento analitico c la seguente. 
N^la teoria ordinaria dei massimi e minimi la funzione si 
considera espressa in termini di una variabile indipendente 
la quale può prendere tutt’i valori possibili. Ora nell’esem- 
pio precedente r non ò una variabile indipendente ; i suoi 
valori sono limitati a quelli trovati attribuendo tutt’i valori 
possibili a 0 nell’equazione 



a (1 - g*) 

1 + e cos 0 ’ 



Poiché r è cosi una funzione di 0, possiamo considerare 
p che è una funzione di r essere anche una funzione di 0. 

Quindi ^ = ^~,eciòpuò rendersi = 0 se possiamo avere 

-- = 0. Questo si può fare, e così p ha un valore massimo 

o minimo nello stesso tempo che r. 

Simili osservazioni si applicano ad altri esempii. Cosi ge- 
neralmente, so y — <p(x), in cui x non è suscettibile di tutt’i 

j . 

valori possibili , può essere impossibile di porre — 0 , e 

cosi non vi potrà essere, apparentemente, nessun valore mas- 
simo o minimo di ?/. Ma in questo caso, so x può essere 
espressa in termini di una variabile 0 che può prendere tutt’i 

dx dì/ 

valori possibili, dobbiamo porre ^ = 0, il che dà ^ = 0, 

e così determiniamo valori simultanei massimi o minimi di 
x ed y. 

Es. Trovare la massima e la minima lunghezza della retta 
condotta ad un circolo da un dato punto esterno. 
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CASI DI MASSIMI 



Si prenda l’asse delle x che passi pel centro del circolo 
e pel dato punto esterno, il primo essendo l’origine. Sia 

a = al raggio del circolo, 

e = alla distanza del punto dato (sia A) dal centro, 
x sia l’ascissa di un punto P del circolo; allora 
AP 2 = c 2 + a, 2 — 2cj. 

Il coefficiente differenziale di questa espressione rispetto 
ad x ò — 2c, il quale non può svanire. Ma se poniamo x~a cos 0, 

AP 2 = c 2 + a 2 — 2ac cos 0, 

d.AP 2 _ 

— - — = 2 ac sen 0 ; 

(10 

c 0 = 0, 0 = 7:, danno rispettivamente i valori minimo c mas- 
simo di AP 2 . 

In questo esempio la difficoltà non apparirebbe se sceglies- 
simo i nostri assi in modo che x non sia un massimo si- 
multaneamente con AP. Chiamando b 1’ ordinata di A, c 
l’ascissa di A, ed a il raggio del circolo, avremo 

AP 1 = a 2 + b 2 + c 2 -2b V(« 2 - a- 2 ) - 2cx, 
che ha i suoi valori massimo e minimo, quando 

ac 

i / (Lì 1 *»\ • 

V [b* + c-j 

Il seguente è un caso analogo. Trovare quei diametri con- 
iugati di un’ ellisse di cui la somma è un massimo o un 
minimo. Se r ed r' siano due diametri coniugati qualunque, 
allora 



il = r + r' deve essere un massimo o un minimo, 
mentre r* + r' 2 = a 2 + b 2 = c 2 , supponiamo ; 
così u = r + V(c*- r 2 ), 

du , r 

dr~ i ~ \l[c 2 -r 2 ) ' 

(Ite 

Se — si pone = 0, otteniamo r* = ^- , e quindi r' 2 = . 

Questo ci dà i diametri coniugati eguali, la somma dei quali 
conosciamo essere un massimo. So esprimiamo r, e per con- 
seguenza r', in termini di una variabile che possa prendere 
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tutt’i valori possibili, come per esempio <p l’inclinazione di 
r sull’asse maggiore, otterremo un risultato addizionale. In- 
fatti ^ ( !l_ e quindi, se ^ = 0, abbiamo anche = 0. 

«b drdcp dy d<? 

Ma — rende r un massimo o un minimo, e cosi otteniamo 
dtp 

i due assi principali, la di cui somma è un minimo. Con 
un metodo differente, avremmo potuto ottenere prima il va- 
lore minimo di r + r'. Infatti essendo 

r 2 + r' 2 = a 2 + b 2 , 

ed rr' sen 0 

abbiamo ( r + r') 2 



— ab. 



— 



a 2 + b 2 -)- 



2 ab 
sen 0 ’ 



in cui 0 è l’angolo tra r ed r'. Si differenzii rispetto a 0, 
e si ha 

2 ab cos 0 n 
” sen 2 0 ’ 

_ 

onde 0 = ^ ; questo dà il valore minimo come sopra; — = 0 
ci darebbe un secondo risultato, che sarebbe il massimo. 



L’ articolo precedente ò stato preso quasi letteralmente dal 
3.° voi. del Cambridge Mathematical Journal, p. 237. Il pro- 
blema seguente fornirà un esercizio. Trovare la lunghezza 
massima o minima della retta condotta dall’estremità dell’asse 
minore di un’ellisse ad incontrare la curva. Se x, y, siano 
le coordinate del punto in cui una retta tirata dall’estremità 
dell’asse minore incontra la curva, la lunghezza della linea 
può essere espressa come una funzione di x o di y, cosi due 
soluzioni possono essere ottenute e paragonate. 

Isella risoluzione di alcuni degli esempii sui massimi e 
minimi si richiederanno i seguenti risultati; essi possono 
essere stabiliti per mezzo del Calcolo Integrale. 

Il volume di un cilindro retto si trova moltiplicando l’ area 
della sua base per l’altezza. 

La superficie convessa di un cilindro retto si trova mol- 
tiplicando il perimetro della sua base per l’altezza. 

Il volume di un cono retto è un terzo del prodotto della 
sua base per l’altezza. 
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La superficie convessa di un cono retto a base circolare 
<• un mezzo del prodotto del suo lato pel perimetro della 
sua base. 

Se r è il raggio di una sfera il suo volume è — g— e la 

O 

sua superficie 4w J . 

ESEMPII DI MASSIMI E MINIMI. 



1 . 

2 . 

3. 

4. 

5. 



6 . 

7. 



8 . 

9. 

10 



Se « = x 5 — 5x 4 + 5a> 3 — 1, trovare il suo valore massimo 
ed il minimo, x = 1 dà un massimo, x = 3 un minimo, 
x=0 nò l’uno nò l’altro. 

Se n = x s — 9x 2 + 15.r — 3, trovare il suo valore massimo 
ed il minimo. 4 è un massimo , e — 28 un valore 
minimo. 



Se u — x % — 3x 2 -f 6x + 7 , mostrare che esso non lia nè 
un valore massimo jiò un minimo. 



Se u = a: 3 — 3.r 2 + 3x + 7 , è esso un massimo o un mi- 
nimo quando x = lì Nè l’uno nò l’altro. 

u = [x - 1)* (x + 2)\ 

Massimo quando x—— minimo quando ,r=l, 
nò l’uno nò l’altro quando x — — -2. 

2 

ti = (1 +x) 3 (7 — a 1 ) 2 . x — 0 rende u un minimo, x = 1 
rende u un massimo, ed x — 7 un minimo. 



= 3,r s — 125ar* 4- 2160r. 

Un massimo quando .r = — 4, e quando x — 3; ed un 
minimo quando x — — 3 e quando x — 4. 

1 — x + x 2 



1 -+- x — x 2 ' 

x 1 - Ix + 6 
a: -10 



u = - — „ . a; = { rende u un minimo. 

u = -=A' — . Se x = 4, u ò un massimo, e 

x — 10 

so a; =16, un minimo. 

Se ^ — x z {x — \) ì {x — 2) 3 (a; — 3) 4 , trovare quali valori di 

x rendono « un massimo o un minimo. 4 ** 

x — 0 dà un massimo, ed x = 2 un minimo. 
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dii 

11* Se ^ = (ar— 1) (a;-2)* (ar— 3)*, trovare quando « è un 

massimo o un minimo. 

\«c = l dà un massimo, ed ,x = 3 un minimo. 

12. n=x(a+x)* [a— x) s . 

Un massimo quando x=*, e quando x = -a, 



ed 



13. u = 



(a—x)* 
a- 2x ' 



un minimo quando x=—g 



Un minimo quando a?=| . 



14. ji = b + c(x— a) 3 . 

Un minimo quando x=a. 

,, ' a* , 5 2 

15. w= — | . 

x a—x 



Un minimo quando x=-^—r, ed un massimo quando 
» u + b 



x 



a? 



1G. u = 



a — b ' 
3a; a — 



(a 2 -fa 2 ) 3 " 

Un minimo quando a=0, ed un massimo quando x = + «. 

17. n = (mx + na) m+n — (m+ n) m+n x m a". 

Un minimo quando x = a. 

io * 

18. w =T - — . 

1 -t x tan x 

Un massimo quando ar = cos.T. 

19. u=xf. 

Un massimo quando x=e. 

tan 3 a: 



20 . u = 



tan3j- 



Un massimo quando a’^^, etc. 

O 



26 
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Iw 

21. Mostrare che senx (1 + cosj) è un massimo quando x = ^. 

ó 

22. Se xy[y— x) = 2a 3 , trovare se y ha un massimo o un 

minimo valore. 

Un minimo quando x=a. 

3 # 

23. Se 3« l y* + a"y 3 +4«a: s =0, mostrare che quando x = , y 

& 

ha un valore massimo, cioè — 3«, il valore di ^-~es- 

8 dx 
sendo allora—;— . 



24. Se x l +2ax 2 y— ay 3 =0, mostrare che quando x = ±a, 

y— — a ed è un minimo. Inoltre, quando y——~, x 

è sì un massimo che un minimo, ed fe=+ ^ — ■ 

* 

25. Se 2X 5 + Say i —'x t y i —Q, x — a. 5 S rende y un minimo, ed 

= a.b\ ' ^ 

26. Trovare il massimo ed il minimo valore di y, quando 

y 4 — 4c*yx -4- x* = 0. 

8 8 

x—Csj 3 rende y~c \!{21) un massimo. 

8 . * 8 • # 
x = — C\'3 rende y = — C\/(27) un nlinimo. 

27. Una persona trovandosi in una barca 3 miglia lontano 

dal punto più vicino del lido, desidera di pervenire 
nel più breve tempo ad. un luogo 5 miglia lontano 
da quel punto lungo la costa; supposto che egli possa 
' percorrere camminando 5 miglia ad ora, ma remigare 
solamente alla ragione di 4 miglia ad ora, si cerca 
il posto dove deve approdare. 

Un miglio lontano dal luogo dove vuol prevenire. 

28. I lati di. un rettangolo sono a e ò; il massimo rettan- 

golo che si può descrivere in modo che i suoi lati 
passino per i vertici del dato rettangolo ò un qua- 
drato, il lato del quale è - . 

29. Se un pezzo rettangolare di cartone , i lati del quale 

sono a e b , abbia un quadrato tagliato in cias*cun 
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angolo, trovare il lato del quadrato in modo che il ri- 
manente possa formare una scatola di massimo volume. 



11 lato= 



a-\-b— ^{(P — ab + b*) 

6 



30. Una finestra Normanna consiste di un rettangolo sor- 

montato da un semicerchio. Dato il perimetro, si cerca 
l’altezza e la larghezza della finestra quando la quan- 
tità di luce introdotta è un massimo. 

Il raggio del semicerchio deve eguagliare l’ altezza 
del rettangolo. 

31. Mostrare che l’altezza del massimo triangolo equilatero 

che può essere circoscritto ad un dato triangolo, è 

+ b ì — 2ab cos({u+C0 | 2 . 

32. Una linea retta condotta per un punto dato P, incontra 

gli assi Ox od Oij in A e B rispettivamente (si vegga 
la fig. nell’ Art. 218) j- trovare ha posizione della retta, 

(1) Quando AB è un minimo. 

(2) Quando OA + OB è un minimo. 

(3) Quando OAxOB è un minimo. 

(4) Quando OA+OB + AB è un minimo. 

(5) Quando OAxOBxAB è un minimo. 

(6) Quando OA n +OB n è un minimo. 

Dinoti 6 l’angolo PAO, allora dobbiamo avere 

(1) taoO = (-*)', 

(2) tan« = (*-)’, 

(3) tan 8 = - , 

0 / 



( 4 ) 

( 5 ) 

■fi) 



tan 0 = 



b + y (2abì 
u-\- (2<zi) 



2 a tan 3 8 — b tan*0 -f a tan 0 -- 2 b — 0, 
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33. Essendo dati un angolo di un triangolo ed il lato op- 

posto, dimostrare che l’area sarà un massimo quando 
il dato angolo è equidistante dagli altri angoli. 

34. Essendo dati un angolo di un quadrilatero ed i due 

lati opposti ad esso, dimostrare che l’area sarà uu 
massimo quando il dato angolo è equidistante dagli 
altri angoli. 

Segue dall’ esempio precedente che i due lati i quali 
contengono l’angolo dato debbono essere eguali per 
ottenere un’area massima; poiché se essi non fossero 
eguali l’area del quadrilatero sarebbe aumentata cam- 
biando questi due lati in due lati eguali. 

35. Trovare la minima ellisse che può essere circoscritta ad 

un dato parallelogrammo, e mostrare che la sua area 
sta a quella del parallelogrammo come t: : 2. 

36. La minima tangente ad un’ellisse intercetta tra gli assi 

è divisa nel punto di contatto in due parti, le quali 
sono eguali ai semiassi rispettivamente. 

37. Trovare l’area e la posizione del massimo triangolo che 

può essere iscritto in un dato segmento parabolico , 
avendo la corda del segmento per sua base. 

38. Trovare il minimo triangolo che può essere circoscritto 

ad una data ellisse, avendo un lato parallelo all’asse 
maggiore ed avendo gli altri lati eguali. 

L’altezza è tre volte il semiasse minoro. 

39. Dimostrare che di tutt’ i settori circolari descritti con 

lo stesso perimetro, il settore di massima area è quello 
nel quale l’arco circolare è doppio del raggio. 

40. Una corda PSP è condotta pel fuoco S di un’ellisse, 

ed i punti P, P\ sono congiunti con l’altro fuoco//: 
determinare quando l’area PHP è un massimo. 

Sia e 1’ eccentricità dell’ ellisse e 0 1’ angolo tra 
la corda PSP e 1’ asse maggiore dell’ ellisse. Se 
2e 2 è maggiore di 1 il massimo è determinato da 

cos 2 0=2 — e 0 = ~ dà un minimo; se 2e 2 non è 

e ~ & ^ 
maggiore di 1 il massimo si ha quando 0 = ^ e non 

vi è alcun minimo. 
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41. Trovare la lunghezza della più piccola corda normale 

in una parabola, e dimostrare che essa intersega la 
curva più vicino al vertice di ogni altra corda normale. 

Se 4 a è il lato retto della parabola la lunghezza 
richiesta è 6« v /3. 

42. Due navi navigano uniformemente con velocità u, v 

lungo linee inclinate sotto un angolo 0; mostrare che 
se a, b sono le loro distanze ad un certo tempo dal 
punto d’intersezione dei corsi, la minima distanza 
delle navi è eguale ad 

• [at—bu) senO 

J • 

(u t +v*—2uv cosOj* . 

43. Di tutte le linee condotte dal vertice di una data ellisse 

alla circonferenza del cerchio circoscritto, determinare 
quella per la quale la porzione intercetta tra le due 
curve è un massimo. 

Se 0 è l’inclinazione della linea all’asse maggiora 
dell’ellisse, ed e l’eccentricità dell’ellisse, 



2e ì cos*0 = 3-<! 2 -Vi(l-c 2 ) (9 -«*)}. 

44. Se un’ellisse è descritta che tocca un dato semicerchio 
ed il suo diametro simmetricamente, la sua area quando 
2-r* 

è un massimo sarà k— ^ , r essendo il raggio del 



cerchio. 



3 v /3 



45. Un’ ellisse è iscritta in un triangolo isoscele, ed ha uno 
dei suoi assi coincidente in direzione con la linea che 
bisega l’angolo al vertice del triangolo; mostrare che 
quest’ asse è due-terzi dell’ altezza del triangolo quando 
l’area dell’ellisse è un massimo. 



46. Qual settore devo tagliarsi da un dato circolo, affinchè 
il rimanente possa formare la superficie curva di un 
cono di massimo volume? 



47. 



L’angolo del sottore deve essere 



2- f v'3 — v /2) 

V3 



Due corde focali sono tirate in un’ellisse ad angoli retti, 
trovare quando la loro somma è un massimo, e quando 
è un minimo. 
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ESEMPII DI MASSIMI E MINIMI. 



[Nei problemi seguenti i coni ed i cilindri sono supposti 
essere coni e cilindri retti a basi circolari .] 

— 48. Determinare il massimo cilindro che può essere iscritto 
in un dato cono. 

Se b è l’altezza del cono, ed a il raggio della sua 

4 

base, il volume del cilindro è ^ ica*i. 



49. 



50. 



51. 



52. 



53. 



Determinare il cilindro di massima superficie convessa 
che può essere iscritto nello stesso cono. 

La superficie = . 

Determinare il cilindro, in modo che la sna superficie 
totale sia un massimo. 

Il raggio del cilindro — ma per la natura 

A ( 0 — d) 

del problema questo deve essere minore di a; ciò con- 
duce alla condizione che b deve essere maggiore di 
2a per ottenere un massimo. Se b non è maggiore 
di 2 a la superficie totale del cilindro cresce continua- 
mente al crescere del raggio, e non vi è massimo. 

Determinare il massimo cilindro che può essere iscritto 
in una data sfera. 

Se r è il raggio della sfera l’altezza del cilindro 
, 2r 

6 v /3 ‘ 

Determinare il cilindro iscritto in una data sfera che 
ha la massima superficie convessa. 

Altezza =r^2. 

Determinare il cilindro in modo che la sua superficie 
totale sia un massimo. 



Alte.za=,j 2 (l--|)}\ 



- 54. 



55. 



Determinare il massimo cono che può essere iscritto in 

una data sfera. . ,, 4 

Altezza = g r. 

Determinare il cono di massima superficie convessa- 

4 

Altezza = = r. 
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56. Determinare il cono in modo che la sua superficie to- 

. tale sia un massimo. 

Altezza ^23 — ^1 7^. 

57. Dato il volume di un cilindro, trovare la sua altezza 

ed il raggio quando la somma delle aree della sua 
superficie convessa e di una base è un minimo. 

L’altezza è uguale al raggio. 

58. Di tutt’i coni circoscritti ad una data sfera, trovare 

quello di minimo volume. 

Il seno del semi-angolo verticale deve essere ^ . 

59. Una serie di coni ha i loro lati della stessa lunghezza; 

trovare quello che ha il massimo volume. 

La tangente del semi-angolo verticale = >J2. 

60. Trovare la posizione della corda che passa per un dato 

punto interno alla parabola, e taglia dalla parabola 
la minima area possibile. 

61. Trovare un punto in un’ellisse dal quale, tirando le per- 

pendicolari sopra duo dati diametri coniugati, la som- 
ma dei loro quadrati sia un massimo. 

62. Dimostrare che 9 j/(x) j è necessariamente un massimo 

o un minimo quando f[x) è un massimo. 
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CAPITOLO XIV. 



SVILUPPO DI UNA FUNZIONE DI DUE VARIABILI 
INDIPENDENTI. 

223. Sia u=<?[x, y) una funzione di due variabili indipen- 
denti, e supponiamo che y(x+h, y + k) debba svilupparsi se- 
condo le potenze ascendenti di h e k. Si ponga 

h — ah', k — ak', 

allora © (x + h, y + k) = 9 (a: + ah', y + ak'} ; 

l’ultima espressione si può considerare una funzione di a, 
e dinotare con /(a). Pel teorema di Maclaurin, 

/(«) =/( 0) +/'(0)-a + etc.; 

mostreremo ora come i coefficienti differenziali di f[a) si 
possono esprimere convenientemente. Si supponga 

x + ah' = x't y + ak' = y' ; 

allora f(a) sta per © (tu', y') e poiché si x' che y' contiene a, 
abbiamo per l’Art. 169, 

_ do («'» V'ì dx' , V') dy' 

f dx 1 ~da ^ dy' ~dì 

dt? (x', y') 1( d<f(x',y'i 

~ dx' + k dy' • 

Inoltre per l’Art. 63, 

dy [x\ 1 /') _ da (x 1 , y') dx' 
dx dx' dx ’ 
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quindi 

Similmente 

onde 



de (x', y ') _ d? (a-', ?/') 

dx' di v 

d? (x f , y') d ( ? (x', y'j _ 

dy' dy ’ 

' ' dx dy 



che, per brevità, può essere scritta 






Similmente, 



/" (a) = A'* ^ + 2A'/c' + A' 2 



dx dy 



dy 1 ’ 



r» h = *• g + «fa + w ^ + *• % ■ 

Così la legge di formazione dei coefficienti differenziali 
successivi di f{&) è ovvia. Quando a = 0,/(a) diviene «; 
quindi abbiamo 

/( 0 ) = «, 

/(0) = 4* l A'~ , 
v dx dy 

r (0) = A'*^ + 2*'*' -1- A'* jl , 

dx* dx dy dy * 



etc. 



Si riponga A per aA', e A- per a/./; allora 

/ M ,, dn . du 

c(x + A,y + A)= W + A rfr - r A- 

, JL( h i *1 ; 2 A/i — -M<* — ì 

1.21 dx* dx dy 1 dy*) 

I d ) dx* dx* dy dx dy* 

: etc. 



A* 



d 9 w] 
dy* ) 
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224. So desideriamo terminare la serie per (f[x f h, y + k) 
dopo un numero finito di termini, possiamo porre lo sviluppo 
di /(a) sotto la forma 

/(«) =/i») +/' (0) ■ • « +r <o) • o + • • • +/- w- • rj^j 

+/*( 0 a)-g ; 

e da questa si può ottenere per 9 (xq h, y + k) la forma ri- 
chiesta. Per esempio, se n— 3, 

, du , du 

9 (x + h, y + li) = u + * + fc ^ 



, 1 | (Pu , 0A , i,2 d l w) \ 

+ rat* 2? + 2M S75 +l, 3i?} 

+ ra | *» S + 3i ’* T?r + 3W /t - . + *’ S! . 

i_3( f/x 3 dar dy dx dy* dij 3 ) 

in cui t> sta per ©(x+ 6 A, y+Ofe). 

225. Nella formola stabilita nell’ Art. 223, si ponga x= 0, 
ed y—0; allora 

n , dn„ , du 0 

5 (j,ì)=„ s+ j~+/,-_ 

, 1 \ llì ,Pv »,0 xu fPtt o , ,.2 r/ * W «l 

+ I3l* ^ + + l -3Fi 

+ etc., 

. r/« 0 f/« 0 </*«„ , ,. , . .... du du 

in cui « 0 , —— , , — — , etc. dinotano i valori di u. j-, — , 

^ 2 m «x dy dx* ax 

^ 2 ’ e ^ c> quando in queste espressioni poniamo x = 0 , ed 

ìj = 0. Se mutiamo A e fc in x ed y rispettivamente nella 
formola precedente, abbiamo 

/ \ du., clu„ 

?(*.*> =*.+»-,^+»- 3i f 

+ » ù^ + 2,„iE^. + s .^ì 

1 .2 ( dx* J dx dy dy * ) 

+ etc., 



dx dy dy * ) 
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x cd y essendo messi eguali a zero in «„ c nei suoi coeffi- 
cienti differenziali dopo che le differenziazioni sono state 
eseguite. 

In questo modo la formola di Maclaurin è estesa allo svi- 
luppo delle funzioni di due variabili. 

226. L’espressione per 1’ w mu coefficiente differenzialo di /(a), 
nell’ Art. 223, è 



d"f 
dx 



dV_ n itt-1) d"f , dy 

dx n ~'dy 1.2 dx^dy*'" r dy n ' 



che, per abbreviazione, si può scrivere 

purché interpoliamo questa espressione così: (h' + k 'ì) 



dyJ 

si deve sviluppare col teorema del binomio come se h' ~ 
d 

lesse un termine e fc' — l’altro termine: quando lo sviluppo 
è effettuato, ciascuno dei termini che si ottiene come 



(4T(4)'/ 



dyj 

deve essere rimpiazzato da h' n ~ r k' r ■ 



d n f 



. Se adottiamo 



dx n r dy T 

questa abbreviazione il risultate dell’ Art. 223 si può scrivere 






» 



+ 



1 /. d . d \ n ~* 1 f. d , d\ n 

\n — 1 \ dx dy) » V dx dy / 



in cui u — <o[x, y), e v = <f(x + bh,y+ 0/c). 

Per l’Art. 107 l’ultimo termine dello sviluppo può, se ci 
piace, essere rimpiazzato da 



1 

[_» — 1 





v. 



I metodi qui esposti per lo sviluppo di una funzione di 
due variabili indipendenti si possono immediatamente esten- 
dere allo sviluppo di una funzione di più di due variabili 
indipendenti. 
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ESEMPII DIVERSI. 

1. Mostrare che se .Tee sono positivi 

TCC 

L 



2 log 



e -i- t x e + x 

decresce al crescere di .r. 

2. Mostrare ohe su t e c sono positivi 



/ x 

Ve + T/ 



cresce al crescere di t. 

3. Se — (jc — 3i e ix - 4xe r + x + 3 mostrare che ^ , 

ox* or 

ed « sono positivi per tutt’i valori positivi di x. 

4. Mostrare che per i valori positivi di x l’espressione 

e lx ( x - 2) + e x [x + 2) 

• {e* — l ) 3 

diminuisce al crescere di t, e che il suo massimo valore è^. 

b 

5. Dimostrare la seguente espressione approssimata quando 
x è piccolo, 

M i L t Ut 1 7 t») 

n+^=«|i- g+ - 5r - w ;. 

\ 

(1 - 4 * € 

— fi. Valutare! — — — quando x = 0. 



x 



Risultato. — , 



— 1. Mostrare che quando x è infinito 



(l+l)*-«>log(l- + i) = 0. 



8. Trovare il valore quando x è infinito di 



Risultato, e. 
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^ — tan 1 x 

«J. Valutare quando x = 1. 



10. Valutare 



( co, f) 



cot x -j- log X' 



log 



quando x — 0. 



11. Valutare quando x = £ 



12. Valutare 



tan nx - tan mx 
scn (nix — m 2 x) ’ 



(1) quando a; = 0, (2) quando n = m. 



13. Nell’ equazione f[x + h) — f[x) — hf [x + 0 h), mostrare 
che se /" [x) non è zero il valore limito di 0 quando h di- 
minuisce indefinitamente è „ ; inoltre mostrare che se f T (x) 

& 

è il primo dei coefficienti differenziali /" (x) , f" (x), . . . che 
non è zero, il valore limite di 0 quando h diminuisce inde- 
finitamente è 




14. Nell’ equazione f(x + h ) —f[x) — hf [x + 6 h) mostrare 
che se 0 è lo stesso per tutt’i valori di h , esso deve egua- 
gliare g ed f" (x) deve essere costante. 



15. Cambiare la variabile indipendente da s ad x nell’e- 
quazione 



di/ 

“ dz* dz 



= (lof? «)> 



T" Z 



dy) 

*)’ 



in cui s = e se " J . 



/ 



Risultato. 




dy , 
tan x — 1* 
d.c 



Digitized by Google 




222 



ESEMPII DIVERSI. 



16. Trasformare l’espressione 




(lur* 

tlz) 



in una nella quale r, 0, ? siano le variabili indipendenti 
essendo 



x — r sen 0 cos ?, y — r sen 0 sen 9 , z = r cos 0 . 

17. Se x, y e >3 siano le coordinate dello stesso punto 
riferito a due sistemi di coordinate rettangolari, mostrare che 



(Ptf 


( rf*? v 


(Py (Py 


( <**? V 


dx* dy* 


\dx dyJ 


= d?drf~ 


\d\ dii / 



18. Mostrare che x* + x seno* -f 4 cosx è un minimo quando 

ar = 0. 

19. CQ ò la perpendicolare dal centro C di un’ellisse sulla 
tangente in un punto P ; trovare il massimo valore di PQ. 

Risultato, a — b. 

20. Una linea retta condotta dall’estremità dell’asse mi- 
nore di un’ellisse sega l’asse maggiore in Q e la curva in 
P; da P si tira sull’asse maggiore l’ordinata PN; trovare 
quando l’area PQN è un massimo. 

Risultato. AV=£( v '17 — 1). 



Digitized by Google 



( 223 ) 



CAPITOLO XY. 



VALORI MASSIMI E MINIMI DI UNA FUNZIONE DI DUE 
VARIABILI INDIPENDENTI. 



227. Def. Una funzione 9 [x,y) di due variabili indipendenti 
si dice di avere un valore massimo quando 9 (x + h, y + A) è 
minore di <f(x,y) per tutt’i valori di h e A, positivi 0 nega- 
tivi, compresi tra zero e certi limiti finiti comunque piccoli. 
La funzione si dicedi avere un minimo valore se <f(x + h, y + k) 
è maggiore di 9 (x, y) per tutti i suddetti valori di A e A. 

228. Investigare le condizioni affinché una funzione di due 
variabili indipendenti possa avere un valore massimo 0 minimo. 



Sia n — 9 (.r, ?/), 

v - 9 [x + 0 A, y + (ih) ; 

allora, per l’Art. 226, 

, , , du , du 

9 i X + *. V + /•) = U + h Jj. + Ì Jy 



R, 

d t v 



in cui 






. f!) 

T 1 V ' 



Ora, prendendo h e k sufficientemente piccoli, possiamo 

sempre rendere II minore di li — + , e quindi il segno 

,. , ; , , ... . . du du 

di 9 (j - + A, y + A) - 9 (x,y) dipenderà da quello di h ~ + A^, 

e cambierà per conseguenza cambiando quelli di A c A; è 
impossibile quindi che o(x,y) abbia un valore massimo o 
minimo a meno elio sia 



(Ir dy 
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valori massimi e mimmi 



Poiché lo quantità h e A sono indipendenti, dobbiamo avere 

dii 



y = 0 , 
fi. V 



<ty 



= o. 



Si trovino i valori di x ed y da queste equazioni, e siano 

7 . i • , . d*u (Pii dH , 

x = a, y — o) i valori di — j - , — — , quando si asso- 

na 1 d . r n;/ ni/* 

guano questi valori ad x ed i/, siano dinotati con A, B, C, 
rispettivamente. Abbiamo allora jier l’Art. 226, 

o {a+h,b + !:)-? [a, = ^ \Ah * + 2Bkk + Ck 1 | + B„ 



in cui 



■ s '=iT)l 4= S + m ' 



fPv OJI , d'v , , dH i 

dx*dy 1 ‘ dx di/* ‘ f/i / 3 )’ 



,t essendo postola, ed y = l, dopo elle le differenziazioni 
sono state eseguite. 



Il segno di 9 (n-f- A, b + A) — c(«, i), quando h e \ sono presi 
sufficientemente piccoli, dipenderà da quello di 

Ah 1 + 2 Bhk + Ck 1 , 

odi jl( 4 s +2 ') ,+xe - B, l- 

Se AC—B 1 è negativa, sarà possibile, attribuendo un con- 
veniente valore ad y , di annullare 1 ’ ultima espressione e di 
li 

mutare il suo segno; ed allora 9 [a, i ) non è nè un massimo 
nè un minimo valore di <f(x,y). Quindi generalmente dob- 
biamo avere AC—B 1 positiva come una condizione per re- 
sistenza di un massimo o di un minimo. In questo caso 
A e C avranno lo stesso segno, ed AIA -f 2Bhk 4 - CA* avrà 
lo stesso segno di A e C ; e se questo segno è positivo, 9 (a, b) 
è un valore minimo di cp(.r, yl, so negativo, 9 [a, b) è un va- 
lore massimo. 

Diciamo clic generalmente AC—B 1 deve essere positiva; 
poiché, in fatti, vi può essere un valore massimo o minimo 
quando AC— B 1 - ^0, come procediamo a mostrare. 

229. Investigare le condizioni addizionali per V esistenza 
di un massimo 0 di un minimo quando AC—B 1 — 0. 

Se AC- B 1 — 0, allora 

AIA + 2 Bhk -l CIA (a * + 
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quindi e(# + A, b +&) — 9(0, A) è sempre dello stesso segno di 
A, quando A e k sono presi sufficientemente piccoli, eccettuato 
h B 

quando - è eguale a — j ; ed allora il segno è ancora ignoto 

n* A 

e si richiede ulteriore investigazione. Dinotino P, Q, S, T i 
valori di 

d'u (Pii d'u d 3 u 
dx 3 * dx- d>j ’ dx dy l ’ di/ 3 ’ 

rispettivamente, quando x = «, ed y = b; e sia 



D 1 f 7,1 , A , ,, d'V 

**-|4l* lw +U ' k 7wdì*-’" +k 



a d ' v ì 
dy M’ 



- ~ dx* ' th*dy ~ WY 
x essendo messo = a, ed y — b dopo le differenziazioni. 
li B 

Hi supponga - eguale a - allora svanisce Ah*+2fìhk f CIA 
lì A 



c(«+A, £ + &)_ 9 i0,A)--L{ pk* + 3(lhVi + 3Shk*+ Tk 3 1 + P r 

Quindi se b e k sono sufficioutemente piccoli il segno di 

9 {a Ah, b-ì-h) - c {a, b) 

sarà lo stesso che il segno di 

- Pii 3 + 3 QhVi + 3 *S'AA 2 + TU 3 , 

e per conseguenza muterà mutando il segno di li c k; è 
impossibile quindi che <f(a,b) sia un valore massimo o mi- 
nimo a meno che 

Ph 3 3 QhV; + 3 SMA TIA 

svanisca quando ~ è eguale a — ^j. 

li A 

.Supponiamo questa condizione soddisfatta, allora il segno di 
?(«+A, b+k)-tf(a, b), 
h B 

quando - è eguale a — j -, è lo stesso che il segno di R t ; 
"A A B 

e quando - non è eguale a - , ed A e A sono presi sudi 

li A 
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VALORI MASSIMI K MINIMI 



cientemente piccoli, il segno di <p(«+ h, b + k) — (f (a, b) è lo 
stesso che il segno di A. Ma affinchè yia, b) possa essere 
un valore massimo o minimo il segno di 9{a \-h,b \-k) — 9 {a,b} 
deve essere invariabile quando h e k sono presi sufficiente- 
mente piccoli. Quindi abbiamo la condizione che il segno 
h j5 

di i?, quando - è eguale a — — ed A e k sono presi sufficien- 
li A. 

temente piccoli deve essere lo stesso che il segno di A. 

Se queste due condizioni addizionali sono soddisfatte 9 (a, b) 
è un valore massimo se A è negativo, ed un valore minimo 
se A è positivo. 



230. Se A- 0, B=0, e C— 0, dobbiamo procedere così: 

tf(a+h, b 4 - k) - s (a, i) = i j PA* + 3Qh i k+3 SU* + IV j -f , 

in cui P, Q, 8, T, dinotano i valori di 4-t , - ^ , , ctc., 

dx* dx* ay 

quando x — a ed y ~ b, ed 



„ _ 1 \ hl 'i*v 

1 4 / d$ K 



4 A'-k 



d*v 

7x*~dy" 




x essendo messo — a, ed y — b, dopo le differenziazioni. 



Quindi, affinchè 9 (a, b) possa essere' un massimo 0 un 
minimo, è necessario che P, Q,S,T, svaniscano tutti. Inoltre, 
i ? 2 deve essere di segno invariabile; ma le condizioni per 
ciò sono troppo complicate per potersi qui investigare. 

231. Il seguente è un altro metodo per investigare le con- 
dizioni affinchè una funzione di due variabili indipendenti 
possa ammettere un massimo 0 un minimo. 

Sia w = 9 (x,y), in cui x ed y sono indipendenti: si cercano 
i massimi e minimi valori di u. 

Se y, invece di essere indipendente da x, fosse eguale ad 
una funzione di x, poniamo <!/ (x), allora n sarebbe funzione 
di una variabile x. Avremmo allora 
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Affinchè u possa essere un massimo o un minimo, dob- 
biamo avere, per l’Art. 211, 

£=o, 

dx 



onde 



(£)+(£) 



onde 



o 



Quindi, poiché y è realmente indipendente da x, questa equa- 
zione deve sussistere qualunque sia la funzione tj/'fd?); 

«• (*)=»■ 

Affinchè u possa essere un massimo , i valori di x ed y 
ricavati dalle ultime equazioni debbono rendere — nega- 
tivo, qualunque sia <j/(x); onde, dinotando con A, B, C, i 
valori che prendono rispettivamente {jpji e (jAy*) 

per i valori di x ed y che si considerano, richiediamo che 



A + 2Bty'[x) + C'S^'(x) |* 

sia sempre negativa , qualunque sia <{/ [x). Quindi come 
nell’ Art. 228, A deve essere negativo, e generalmente AC—B 2 
deve essere positivo. Similmente, affinchè u possa essere un 
minimo dobbiamo avere A positivo, e generalmente AC—B 2 
positivo. 



Il metodo precedente si può rendere più simmetrico sup- 
ponendo sì x che y funzione di una terza variabile t. Po- 
nendo per brevità Dx per ( ~, Dy per ~ , abbiamo 




Digitized by Google 




228 



valori massimi e minimi 



Inoltre per i valori di a - ed y ricavati da questo equazioni, 




deve conservare un segno invariabile, qualunque siano i se- 
gni ed i valori di Dx c Dy. Da ciò deduciamo gli stessi risul- 
tati come nell’articolo precedente. 

232. Non vi è alcuna difficoltà teoretica nel trovare il va- 
lore .massimo o minimo di una funzione implicita di due 
variabili indipendenti, nò nel trovare il valore massimo o 
minimo di una variabile che è legata con un numero qua- 
lunque di altre variabili da equazioni quando il numero to- 
tale delle equazioni ò minore di due del numero totale delle 
variabili. Per esempio, si suppongano le due equazioni 



. /, (x, y, 3 , u) = 0, (. r , y,z,u) = 0 (1), 

che racchiudono le quattro variabili x,y,s,u , e si cerchi il 
valore massimo o minimo di u. Noi possiamo eliminare una 
delle tre variabili X, y, z tra le due equazioni; si supponga 
che si elimini z ; allora otteniamo un’ equazione che lega 
x, y, e(l «; da questa troviamo u in termini di x ed y, e 
procediamo nel modo ordinario per investigare il valore mas- 
simo o minimo u. 0 pure se vogliamo evitare l’eliminazione 
possiamo adottare il metodo seguente; si considerino x ed 
y come le variabili indipendenti e si diflerenziino le date 
equazioni 1); così 



df± + 


df, 


dz 


dfi 


dii 


o 


dx 


dz 


dx 


dii 


dx 


- u 


Vi + 


df* 


dz 


df \ 


du 


-0 


<ty 


dz 


dy + 


du 


dy 


df-. 


df ì 


dz 


df , 


du 


- n 


dx ' 


dz 


dx 1 


dn 


dx 


- u 


, 


df 2 


dz 


dA 


dii 


_ 0 


dy 


dz 


dy 


dii 


dy “ 





Da queste equazioni possiamo eliminare e , c tro- 

du dii . (X .J 

vare -r- e -r- ; allora per un valore massimo o mimmo di u, 
dx ay 
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i valori di ^ e ~ debbono essere zero. Cosi, più semplicc- 
dx dij ( / u 

mente, possiamo porre ^ = 0 e = 0 nell’ equazioni (2), 
e poi eliminare e ^ ; le due equazioni risultanti combi- 
nate con (1) determineranno i valori di x, y, z ed u, i quali 
possono corrispondere ad un valore massimo o minimo di u. 
1C differenziando le equazioni (2) rispetto ad x ed y possiamo 

(fin d ì u dhi , . , 

trovare -7 -= , t e — e cosi stabilire se u è realmente 
dx ì dxdy d y* 

un massimo o minimo. 



Praticamente la soluzione dei problemi di questa classe 
è facilitata dal metodo dei moltiplicatori indeterminati, il 
quale sarà spiegato nel capitolo seguente- 



233. Lo studente troverà vantaggioso di illustrare questo 
capitolo per mezzo della Geometria a tre dimensioni. So 
z — cp(x,y) è l’equazione di una superficie, trovare i valori 
massimi e minimi di ' corrisponde a trovare quei punti della 
superficie die sono ad una maggiore o minore distanza dal 
piano delle (x, y) rispetto ai punti adiacenti. Le condizioni 

^ = 0, e — 0, rendono il piano tangente in uno dei punti 

in quistione parallelo al piano delle (j, y). L’interpctrazione 
del caso nel qual B t — AC — 0 si vedrà da quanto è stabi- 
lito nell’ Art. 235. 



Il metodo dato nell’ Art. 231 ammetto una chiara illustra- 
zione geometrica. Se, per esempio, vi è un punto della data 
superficie il quale è ad una distanza massima dal piano delle 
ix, y), allora passando da questo punto ad un punto adiacente, 
lungo una curva qualunque giacente sulla superficie, dobbia- 
mo avvicinarci al piano delle (x,y). Ora, combinando l’equa- 
zione z — <i[x, y) con y=ty (x), otteniamo una curva posta sulla 
superficie data, e dando ogni varietà di forma a tp(jr) otte- 
niamo tante curve quante ci piace. Quindi vediamo che se 
si pone i/ (a?}, e lasciamo la forma della funzione ò (x) ar- 
bitraria, realmente non togliamo la restrizione che x ed y 
debbono essere indipendenti. 

234. Una funzione u di due variabili può avere un valore' 

massimo o minimo per valori di x ed y che rendono - e 
1 dx 
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valori massimi e minimi 



— indeterminati o infiniti. Tali casi eccezionali debbono es- 

dij 

sere esaminati in modo speciale, non essendovi alcuna teoria 
generale applicabile ad essi. Per esempio, si supponga 



1 

u = [®* -+- i/V» 



(ÌU 

dx 



2,r 



3 (®* + y 



il» 



du 

dy 



3 (x* + y'f 



Qui, quando x ed y svaniscono c ~r diventano indo- 

dx dy 



terminati. Se poniamo y = ax, si ha 

du 2 du 

dx 



2a 



3j*(l + a* 



2 5 
3 






3r : ‘ (1 



a*} : ' 



Quindi ^ e — sono infiniti quando x — 0, ed y = 0. Ma 
«x dy 

u è allora realmente un minimo, poiché esso svanisce sola- 
mente quando x ed y svaniscono e non ò mai negativo. 



235 . Sopra vn caso di valori massimi o minimi di una fun- 
zione di due variabili indipendenti. 



Se n dinota una funzione di due variabili indipendenti x 
ed y, i valori di x ed y che rendono u un massimo o un 
minimo sono dati dalle due equazioni 



du 

dx 



0 , 



du 



dy 



Se queste equazioni sono soddisfatte da una sola relazione 
tra x ed y, non possiamo determinare un numero finito di 
valori di x ed y , che rendono n un massimo o un minimo. 
Questo caso ci proponiamo di esaminare. 

Si supponga u = 9 (x, y) (1 > 



du 

dx 



= U H , ~ = V M. 
dy 



in cui U, V, M sono funzioni di .r ed y. 
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So M= 0 (31, 

. dv, . (In 
si -j- che — svanisce. 
dx dy 

Dalle equazioni (2) si deduce 

d 2 u T dM dU TT dM , _ ... 

tt= f- M-— 7 — = U-- j— quando i3) è soddisfatta, 

dx* dx dx dx 

cPu, dM „ d V T . dM . , ,, 

—r v = 1 — ; — M/- — — = V-—r — quando (3) e soddisfatta, 
</i/ 2 </i/ </»/ dy ' ' 

d-u ir dM ,, rfT Tr rfJ/ . , 0> , ... 

- — — = V-—. 1 -M —z — = V • — — quando (3) e soddisfatta, 

dx dy dx dx dx 

d*u rr dU , dU TT dM 

- — YM — - — = [/•—. — quando 1 oì e soddisfatta, 

dydx dy dy dy 

Ma ■ ? U . ■ — - f U - sempre; quindi, quando |3) è soddisfatta, 
dx dy dy dx 



{ <i*u V 
\dxdy) ~ 



dM dM 
C ' 1 ‘ dx dy 



Se dunque A, B, C dinotano i valori di , -~—'r » « 
• u dx 1 dx dy 

-j quando (3) è soddisfatta, abbiamo 



AC — B l , 



Ora supponiamo che da M= 0, si trovi y in termini di 
x, poniamo 1 / = (]/($), e si sostituisca in u; così rendiamo u 
funzione della sola x. In questa ipotesi 



tu / du \ / (lu \ dy 

le " \d.rj 1 \dyJ dx 



= U M-Y V-M (/ \ da (2), 

= 0, poiché M — 0 per ipotesi. 

Quindi, questa sostituzione di <{1 (.r) per y ha ridotto u ad 
una costante, poiché svanisce senza assegnare alcun va- 
lore particolare ad x. 
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Ritorniamo ora alle equazioni (1) e (2). Si mutino in ?(.r, >/) 
le variabili a; ed y in x + h ed y A rispettivamente. Chia- 
mando %’ il nuovo valore di u, abbiamo 



, (In riti A* \dru 2/i d' ! u A* rf*«) „ 

“ =U + h di + ]i dy 4 O® + Tdxdy + hÀ df-\ 4 A 

Assegniamo ora ad x ed y dei valori qualunque che siano 
d’accordo con (31, lasciando però il rapporto di k ad h del 
tutto arbitrario, ed esaminiamo se u' diviene minore o mag- 
giore di u quando k ed h diminuiscono sufficientemente. Il 
A 2 

coefficiente di — nel valore precedente di è 

dhi 2 k (ftu k 2 d-n . 2A „ U % ,, 

^7* 4 Tdx~dy + k i ’dy i ° ' 4 T 7 4 A 2 



Ora da (4' questo è 




A 

A 




ed è per conseguenza necessariamente positivo se A è posi- 
tivo, e necessariamente negativo se A è negativo, qualunque 
sia il rapporto di A ail A, eccettuato per quel valore partico- 
lare del rapporto che fa svanire il coefficiente. Quindi la con- 
chiusione sarà questa: se assegniamo ad x ed y valori di 
accordo con M — 0, allora quando A e A diminuiscono suffi- 

(Ì“V/ 

cientcmcnte, u' è certamente minoro di u se -j-z è negati- 
ci# dx 

vo, e certamente maggiore di u se -jy è positivo, eccettuato 

solamente quando A ha ad A un rapporto particolare. Quest’ ul- 
timo caso richiederebbe ulteriore esame , se non avessimo 
già mostrato che per una certa supposizione u è ridotto ad 
una costante, sicché quando A ha ad A quell’ unico partico- 
lare rapporto, u' è ultimamente nè maggiore di u nè minoro 
di n, ma eguale ad esso. 

L’intera teoria può essere illustrata geometricamente; poi- 
esempio, se • 

z 1 = ar — .i 2 — y* + [x cosa -f y sena] 2 (1). 

trovare i valori massimi o minimi di 2 ; 
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dz 
z dx 



= — x.+ [x cos oc + y scn oc) cos a 



= ( y cos oc — x scn oc) son oc, 



dz 

z — = — y cos a — x seu a cos oc: 
dy J ’ 

quindi, quando y cos oc — x scn a = 0 (2), 

-7— e -j- svaniscono entrambi. 
dx dy 



In queste circostanze z diviene — ±a. 

Ora l’equazione (1) rappresenta un cilindro che ha il suo 
asse parallelo al piàno delle (x, y). L’ equazione (2) rappre- 
senta un piano che passa per l’asse del cilindro, e taglia 
la superficie secondo due linee rette parallele. Lungo la linea 
superiore abbiamo z — a. Tutt’i punti in questa linea sono 
alla stessa distanza dal piano delle ( x , y), e ad una distanza 
maggiore in paragone di ogni altro punto f uori di questa linea. 
Questa linea è infatti una vetta nella superficie. 

Un’altro esempio si può vedere nell’equazione 
z* = 2a V ( x 2 + y 1 ) —{x* + y-). 

Questa superficie è quella formata dalla rotazione di un cer- 
chio intorno ad una retta tangente che è l’asse delle z. Il 
più alto punto del circolo genererà con la rotazione un cir- 
colo, tutt’i punti del quale sono alla stessa distanza dal piano 
delle ( x,y ), e ad una distanza maggiore in paragone di ogni 
punto adiacente sulla superficie. 



- 1 . 



Sia 



du 

dx 



u - x 2 



ESEMPII. 

a 3 a : ' 

+ *!/ + !/* + - + -, 



2x + y-- i , 



du n a 3 

T = 2y + x--=; 
dy y * 



quindi 2x f- y — — = 0, 2ij + x — — = 0; 

x y 

quindi (2.r l y) x* — a* — (2y (- .r) »/* ; 

1. 29 
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quindi 2 (x 3 — y 3 ) = xy (y — x) ; 
quindi 2 (x - y) (x* + xy + y*) = xy (y - x) : 
adunque o x = y, 

o 2x i + 3xi / + 2y ! = 0. 

L’ultima equazione conduce ad un risultato impossi- 
bile; la prima dà x = y = -^— . 



v/3 



Inoltre 



d^-u 




2« 3 


dx * ~ 


2 + 


X 3 


(Pu 


1 




dx dy 






(Pu 


9 L 


2« 3 


di*~ 


/C -r 


y* 


éPu (Pu 


/ 


(Pu 



cPikPu ( (Pu \* ... . 

per conseguenza - 7 -t — ( - — — I e positivo quando 
(Ixtdy* \dx dy/ \[ì u 



x ed y hanno i valori assegnati , e è positivo ; 



Pu , 
i/x* 



quindi u è allora un minimo* 

2. Sia u — cosa? cosa -f senx sena cos(y — fi), 



du 

dx 

du 



— — senx cos a + cos x sen a cos (y — p), 



^ = — sen a sen x sen (y — g). 

Quindi — svanisce quando y = p, ed allora ^ di- 



viene sen (a — x), e svanisce quando x = a. 
(Pu 
dx 
(Pu 



Inoltre = — cos x cos a — sen x sen a cos {y — (2), 
= — cos x sen a sen (y — p), 



c/.r rfy 

-7-j = — sen a sen x cos li/ — 8). 
dy 1 J r ' 
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Il primo diviene — 1, il secondo 0, ed il terzo — sen 5 a, 
quando si sostituiscono i valori assegnati di a; ed V- 
Quindi 

cPu cPu / (Pu V 
dx 2 dy 2 Ux dy) 

è positivo, ed u è un massimo. 

- 3. Si supponga u — ( ax * + by 1 ), 

^ = 2x (a — ax 1 - by 2 ) e - r ’ y , 



du 

dy 



= 2 ij ( b — ax * — by 2 ) e x ~ y ' . 



Qui — 0, e — 0, ci dà per una coppia di va- 
lori x = 0, y — 0. E questi valori rendono 



d 2 w _ 
dx* ~ 2a ' 



J^L-0 **-2 b- 

dx dy ~ ’ dy * ” ’ 

quindi « ha allora un valore minimo. 
Un’altra coppia di valori ò data da 
x = 0, 



e b — ax 2 — by 2 — 0, 

cioè, x = 0, ed y = +l. 

Con questi valori abbiamo 



dPn 



h) e 



~ì 



d 2 u 
dx dy 



0 , 



dPu, 

w 



= - 4 be~'. 



Quindi, se a è minore di b, abbiamo un valore mas- 
simo di u, e se a è maggiore di b , non abbiamo nè 
un massimo nè un minimo. 

Vi è solamente un’altra soluzione, cioè, quella tro- 
vata combinando , 



y — 0, ed a - ax 2 — by 2 — 0; 
onde y = 0, ed x ~ ± 1 . 
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- 4. 



Qui troveremmo che se « è maggiore di b, non vi 
è nè un massimo nè un minimo, e se « è maggiore 
di b , vi è un valore massimo di u. 

Se in questo esempio a~b, arriviamo al caso ec- 
cezionale considerato nell’ Art. 235. 

Trovare un punto tale che la somma delle rette che lo 
congiungono con i vertici di un dato triangolo sia 
un minimo. , 



Sia ABC il dato triangolo; siano BC—a, CA — b , 



AB—c. Si prenda un 
punto qualunque P c 
si tiri PM perpendico- 
lare ad AB ; sia AM=x, 
PM — y. Inoltre siano 
AP^u, BP=v,CP=tc; 
l’angolo APM=Q, BPM 
=<f, CPM=ty. 

Allora w* =a;* + i/*, 




v * = (<?- x ) 2 + l/ 2 , 

= [b cos A - af + ( b sen A - y) 2 . 

Per un valore minimo di u + v + tv dobbiamo avere 







du dv dtp , 
Tx + Tx + ~di~ 


(1), 


c 




du dv dtp q 
dy dy dy 


.... (2). 


Ora 


du _ 
dx~~ 


- — sen 6, 
u 





x 



= - sen?, 



dv 

ilx ~ 

dw = b cos A x ^ 

dx tp 



(tu y 

dy ì'j 



cos 0, 
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dv y 

-— — - = COSG, 

dy v 

dm b sen A — y 

J — COS ({/. 



dy m 

Quindi, da (1) e (2), 

sen 6 = sen 9 4- sen (!/, 
cos 0 = — cos 9 — cos <[/. 

Si elevi a quadrato c si addizioni; così 
1 = 2 + 2 cos (^ — 9), 

quindi cos (<Jj — 9) = — ^ = cos 120°. 



Adunque l’angolo CPB deve essere di 120°. Simil- 
mente si può mostrare che APB ed APC devono es- 
sere ciascuno di 120°. Quindi abbiamo il seguente 
risultato; si descrivano sui lati del dato triangolo 
segmenti di cerchio tali che ciascuno contenga un an- 
golo di 120°, ed il loro punto comune di intersezione 
è il punto cercato. 

E chiaro che vi deve essere un punto pel quale la 
somma proposta è un minimo, e quindi non abbiamo 
bisogno di esaminare i criteri i dipendenti dai secondi 
coefficienti differenziali. 

Se il dato triangolo ha un angolo eguale a 120°, 
allora il vertice di quest’angolo è il punto richiesto; 
se esso ha un angolo maggiore di 120“, il metodo non 
dà la soluzione. Si può provare però che quando il 
triangolo ha un angolo maggiore di 120°, il vertice 
dell’angolo ottuso è il punto richiesto. 

Infatti si supponga il punto P dentro del triangolo 
e molto vicino all’angolo li del triangolo; sia PB=r, 
PBA = a, PBC = y; allora 

u = (e 2 — 2 cr cos a + r 2 ), v = r, 

10 — ^ (a 2 — 2 ar cos y + »**). 

Così trascurando i quadrati e le potenze superiori di 
r abbiamo approssimativamente 



« + »-!- w — a + c + r — r (cos a -t- cos y) 



= a + c 4- r — 2r cos 



x + y 



cos 



«-T 
2 ‘ 
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_ tì. 



a -j- v ' 

Ora 2 cos — ^ è minore dell’ unità se lì è maggiore 



2 



di 120°, e cosi a + c r — 2r cos : 



4-7 a — Y , 

-g- 5 - cos ^ e mag- 



giore di a \ c. Ed è chiaro che se P è fuori del trian- 
golo la somma delle sue distanze da A, B, e C è mag- 
giore di a + c. Quindi nel passare da li ad un punto 
adiacente si dentro che fuori del triangolo la somma 
delle sue distanze aumenta; e quindi al punto B la 
somma è un minimo. 



I valori -- e prendono la forma ~ nel punto B ; 
dx dy l 0 v 

è questa la ragione per la quale la soluzione non dà 
il punto B. Abbiamo già osservato nell’ Art. 234 che 
un valore massimo o minimo può esistere corrispon- 
dente a tali valori indeterminati dei coefficienti diffe- 
renziali. 



Sia u = scnx-\-seny+cos(x + y), 

du i , \ 

— = cosx — sen (x + y), 



du 

dìi 



— cos y — sen (x -I- y). 



Se 



du dii . . , . . 

— e — svaniscono, dobbiamo avere 
dx dy 



cosx = cos y = sen(x + y). 



Queste equazioni ammettono numerose soluzioni. 
Per esempio, 



se cosx = cosi/, 

abbiamo x — y, per una soluzione. 

Quindi abbiamo cosx = sen2x 

= 2 sen x cos x; 

onde, o cos x — 0, o sen x — ^ . 

A 

Se prendiamo il primo, e poniamo x = y~‘^ ì non 
si ha nè un massimo uè un minimo; se prendiamo 
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x = y- 

ottenianio uu minimo. 



3tc 
2 ’ 

1 



Se prendiamo sen.r = =, e. portiamo 



*=»=*• 

otteniamo uu valore massimo per u. 

-, 6. Trovare il valore massimo o minimo di 

(hx + ky — a) (hx + ky — b) 

1 + x 2 + y 2 

Dinoti u l’espressione, e v dinoti 
1 4- x 1 4 y 2 ; 

allora u — ( hx + ky — a) (hx + ky — b) ; 

du _ h (2 hx 2 ky — a — b ) 2x'hx 4- ky - a) \hx + ky — b) 
dx v v 2 

du _ A (2hx + 2Ay -a — b) 2 y(hx + ky — a) [hx+ky- b) 
dy v v 2 

Si ponga ^ = 0, e 4^ = 0: così deduciamo 
dx dy 



x y 

- = ~ — r poniamo. 



du 

Si sostituisca rh per x ed rk per y in — = 0 , o 

du ^ 

— —0) otterremo dopo riduzione la seguente equa- 
zione di 2° grado in r, 



r 2 (h 2 + A- 2 ) (a + b) 4 2r (h 2 + k 2 - ab) - (a 4- b) = 0 ; 

così i valori di r sono possibili, ed uno è positivo e 
1 ’ altro negativo. 



Se differenziamo i valori di — e — , 

dx dy 

fcreuziazione usiamo le relazioni che 



e dopo la dif- 
nascono da 
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du A du „ , 

— = 0 e -7- = 0, troveremo 
dx dy 



dhi 

dx 2 

d' l u 

dy* 

d ì u 



h (2 ky - a — b) 2 k*r — a — b 



xv 

k i2 hx — a — b) 



yv 



rv 

2h i r — a 
rv 



2 hk 
v 



dx dy 

(Quindi il segno di AC — IP è lo stesso segno di 

(2ftV -a-i) (2*V - a- b) _ UV;Ì 

r* 1 » 

ed è per conseguenza lo stesso che il segno di 
(« + S)*-2r (À s + /.*) (« + *). 

Ora si può mostrare che se a + b non è zero ed a 
non è eguale a £, il segno dell’ultima espressione è 
positivo per tutti e due i valori che r può avere. In- 
fatti si supponga a + b positivo ; allora dobbiamo di- 
mostrare che r ^ —rè positivo, cioè, dobbiamo 

dimostrare che a ‘ ^ 



2 (A* + k 1 ) ^ ma £gi° re della radice po- 
sitiva dell’ equazione di 2° grado in r. Si sostituisca 
la quantità positiva ^ 1 , ^ in luogo di r nell’ e- 

spressione che forma il primo membro dell’equazione; 
otterremo un risultato positivo s e a e b sono diseguali; 

ciò dimostra che è maggiore della radice 

fi II’ I 

positiva dell’ equazione. Similmente possiamo stabilire 
il risultato se a + b è negativo 
Quindi le condizioni necessarie per un massimo o 
minimo sono soddisfatte. 

Poiché AC — B* è positivo A e C hanno lo stesso 
segno, e questo segno è lo stesso che il segno di A 4- C, 
e quindi lo stesso che il segno di 

a + b — [li 2 + &*) r 
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Se a 4- l è positivo questa espressione è positiva a 
negativa secondo che r è positivo o negativo; se a + b 
h negativo essa è positiva o negativa secondo che r 
è negativo o positivo. Così possiamo distinguere tra 
il valore massimo ed il minimo di u. 

Due casi particolari che sono stati eccettuati pre- 
cedentemente rimangono a notarsi. 



I. Si supponga a = b. Qui avremo 



~ — 2 (hx 

dx 



ky - a)\hv - x (hx + &!/ — «)}, 



— = 2t>~* (Aj + ky — a) } kv — y [hx + ky — a) j. 

Se supponiamo hx + ky — a = 0 arriviamo al caso 
discusso nell’ Art. 235, nel quale non vi è propriamente 
un massimo o un minimo. Se prendiamo gli altri fat- 
. . du, da 

tori m — e — e poniamo 
dx dy 

hv—x[hx + ky—a) — 0 c kv — y hx +ky — a) — Q, 
otterremo 



x — — 



h 



y = - 



k 



a 






questi valori si troverà clic rendono u un massimo. 

L’equazione di 2° grado in r, quando a — b, ha per 
sue radici 



i 



a 



/i* + 



o r 



1 



il primo valore conduce a valori di x ed y che sod- 
disfano hx + ky — a — 0; il secondo conduco ai valori 



x = 




li 

a ' 



II. Si supponga a + b = 0. L’ investigazione origi- 
nale diviene inapplicabile; si può mostrare che i soli 

valori di x ed y che annullano ~ e sono x — 0 , 
* dx dy 

y — 0\ e questi danno un valore minimo ad «. 

1. 30 
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—1. Trovare il valore massimo di x 3 y 2 (6 — x — y ). 

Risultato. Massimo quando ® = 3, i/ = 2. 

-8. Se u = (2«.c - .r 2 ) (2ij/ — i/*) , trovare il suo valore mas- 
simo o minimo. 

Risultato. x — a,y — l> , rende u un massimo. 

-9. Se u - x i + y* - 2.c 2 + Axy - 2i/ s , mostrare die quando 
x = 0, ed y = 0, u non è nè un massimo nè un mi- 
nimo; quando x=±^/2, ed y- + \'2, n è un minimo. 

*-10. Se u-y K - 8?y 2 + 18iy 2 - 8;/ +x 3 - 3,r s - 3.r, allora 3 + 4 v /2 
è un valore massimo di n c —6—4^2 è un valore 
minimo di u. 

— 11. Se u-x 3 -}-xy + y i -ax-by, allora ^(«5- a*- i 2 ) è un va- 
lore minimo di «. 

12. Dividere un numero n in tre parti, x, y, e z, tali che 

q. ^ q. Ili sia un massimo o un minimo, e deter- 
a o 4 

minare qtiale esso sia. 

Risultato. un mass > ni °- 



— 13 . 
-14. 

15. 



Se u - x 3 + y 3 + 2axy, allora a 3 è un valore massimo di n. 
Trovare il massimo o minimo di x (x 3 + y 1 ) — 3axy. 



Trovare il valore massimo o minimo di 



. l+x 2 + ?y 2 



1 — ax—by ' 



® y i± V (1 + « 2 + * 2 ) . 

Risultato* — — *; — — ? 

a b a 2 -ho 2 



-16. 



17. 



col segno superiore vi è un massimo, con 1* inferiore 
un minimo. 

Se u = J\(c-x) ( c-y ) [x+y-c] }, mostrare che vi è un 

2 c 

massimo quando ®=t/=-g. 

, a+bx + cy , . , lo 

che — m =- — ^ ^ un massimo quando® = - , 

n /(1 + .t* + i/ 2 ) « 



Mostrare 

e 

y -a- 
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18. Mostrare che xe v ' xstllìJ non ha nè un massimo nè un v 
minimo. 



19. 



Trovare il valore minimo di z + y + z, assoggettato alla 
condizione 



a b c 

— I b ~ 

x y z 



=-- 1 . 



Risultalo. Quando 



x 




y_ 

V* 



— _ yja + \ b + \ c. 
\ c 






20. Trovare il valore minimo di x l> y' l z r assoggettato alla 
stessa condizione come nell’ esempio precedente. 

Risultato. Quando — — = — — P + q + r. 

a b c x 



21. Essendo dati i tre lati di un triangolo, trovare un punto 
dentro di esso, tale, che abbassando da esso le per- 
pendicolari sui lati, il loro prodotto continuo sia un 
massimo. Mostrare che le rette le quali uniscono que- 
sto punto con i vertici del triangolo lo divideranno 
in tre triangoli eguali. 



22 . 



Trovare il valore massimo di xyz assoggettato alla con- 
dizione 



x* 

a- 





1 . 



Risultato. 



aòc 

373 1 



23. Determinare un punto dentro un triangolo, tale che la 
somma dei quadrati delle distanze dai tre lati sia un 
minimo. 

Risultato. Se p, q, r sono le perpendicolari sui lati 
a,b,c, rispettivamente, allora 

p q r 2 area del triangolo 
a b c a t 



24. Determinare un punto dentro un triangolo tale che la 
somma dei quadrati delle distanze dai vertici dei tre 
angoli sia un minimo. 

Risultato. Il centro di gravità del triangolo. 
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25. Per uu punto dentro un triangolo si tirino tre rette 

parallele ai lati le quali dividono il triangolo in tre 
parallelogrammi e tre triangoli; mostrare che la somma 
di questi triangoli è un minimo quando le rette si 
tirano pel centro di gravità del triangolo. 

26. Uno spazio triangolare deve essere diminuito trince- 

rando gli angoli , ciascuna trincea essendo circolare 
ed avendo per centro il vertice dell’angolo più vicino; 
mostrare in qual modo, si lascia il massimo spazio 
centrale possibile con una data lunghezza di trincea. 

Risultato. I raggi delle tre trincee circolari sono 
eguali. 

27. Data la somma dei tre spigoli di un parallelepipedo 

rettangolo, trovare la sua forma affinchè la sua su- 
perficie sia un massimo. 

28. In una data sfera iscrivere un parallelepipedo rettan- 
. golo il di cui volume è un massimo. Inoltre uno la 

di cui superficie è un massimo. 

Risultato. Un cubo. 

29. Tra tutt’ i triangoli dello stesso perimetro trovare quello 

che genera il massimo doppio cono rivolgendosi intorno 
ad un lato. 

Risultato. Il lato fisso deve essere i due terzi di 
ciascuno .degli altri lati del triangolo. 

30. Un parallelepipedo rettangolo è cosi costruito che un 

piano condotto per tre dei suoi angoli, ma per nes- 
suno spigolo, contiene un punto le cui distanze dalle 
tre facce adiacenti ad uno degli altri angoli sono date. 
Mostrare che la minima diagonale che un tale paralle- 

2 2 2 3 

lepipedo può avere, è (a 3 + b 3 + c 3 ) 2 , in cui a, b, c sono 
le date distanze. 
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CAPITOLO XVI. 

valori massimi e minimi di una funzione di più 

VARIABILI. 



236. Sia n = 9 [x, y, z) una funzione di tre variabili indi- 
pendenti, di cui si cercano i valori massimi e minimi. Con 
un’investigazione simile a quella nell’ Art. 224, 

? [x + h, y + A-, 5 + l) — 9 (x, y, z) 



, du , du . du 

h-y + k-y +1 — 

dx dij dz 



h- (Pu k 1 (Pu 
2 dx* + 2 dy* 
+ R; 



l * d*u , . 
2 d? +hl 



drU , , d*U 
f hi 



dy d. 



+ hk j — 
dx dz dx dy 



in cui R è una funzione che racchiude le potenze ed i pro- 
dotti di h , k, l del terzo grado, la quale può essere espressa 
per abbreviazione con 



1 ( d 

|_3 \ dx 



k- 



7 d \ 3 

l — 1 r, 



'dy ' ' dz) 

v dinotando 9 (x + (ih , y + 0/.-, z + (il). 

Se prendiamo h, k , l sufficientemente piccoli , il segno di 

9 (x d- h, y + k, z + 1 ) - 9 (x, y, z) 

dipenderà da quello dei termini che racchiudono solamente 
le prime potenze di h, k, l ; quindi, per assicurare un mas- 
simo 0 un minimo, dobbiamo avere 

, du , du .du . 

dx dy dz 
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c quindi, poiché h, k, l sono indipendenti, 

S = 0, i“ = 0, £ = 0. 

dx dy dz 

Si trovino i valori di x, y, z da queste equazioni, e quando 

, . . .... . d*u cPn 

questi valori si sostituiscono in — , — : , etc. sia 

dx 1 dij * 

** _ À d * u _ » ' /2 « _ r 
dx*' ’ di/' ' dz* ~ ’ 

‘t* =a\4X=£',-^=c. 



dy dz dx dz dx dy 
Il segno di 

9 (or + li, y + k, z + 1) - ? (r, j/, :•), 

con i valori ora trovati di x, y, z, può farsi dipendere da 
quello di 

Ah* + M * + CI* + 2 A'kl + 2B'hl + 2 C'hlt (1). 



Quindi, affinchè u possa avere un valore massimo o mi- 
nimo, l’espressione ( 1 ) deve ritenere lo stesso segno, qua- 
lunque siano i segni ed i valori di h, li, l compresi tra zero 
c limiti fìssi finiti. Se poniamo 

h si, li = tl, 

ne seguo che 

As * + Bt* + C+ 2A’t r 2 B's + 2 C'st (2), 

deve essere di segno invariabile, qualunque siano i segui 
ed i valori di set. Si moltiplichi (2) per A, c si riordinino 
i termini; allora 

(As + B' + C’t)*+ (AB- C '*) t* 2 (AA ! - B'C ' ) t + AC- II'* 

( 3 ), 

deve ritenere un segno invariabile. 

Quindi, (AB- C' r ) t* + 2(AA' — B’C') t+ AC - B '* deve essere 
incapace di diventare negativa; per conseguenza 

AB—C' * deve essere positiva, ed (4), 

(AA'-B'C'Y minore di (AB-C'*) ( AC-B '*) (5); 

(4) e (5) sono le condizioni che debbono essere soddisfatte 
affinchè u possa essere un massimo o un minimo. Viceversa, 
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se esse sono soddisfatte, u ò un massimo o un minimo; in- 
fatti allora (3) è necessariamente positiva, quindi (2) ha sem- 
pre lo stesso segno di A, ed u è un massimo se A è nega- 
tivo, ed un minimo se A è positivo. 

Quindi le condizioni necessarie e sufficienti per l’ esistenza 
di un valore massimo o minimo di una funzione u di tre 
variabili indipendenti, sono, che i valori di x, y, z tratti da 



dn 

tir. 



= 0 , £ = #, 

dy 



dn 

~dz 



— 0 , 



. (Pu (Pu ( (Pu Y 



/ (Pu 
\<Z.r* a 



dy 

(Pu 

ly dz dxdydxdzJ 



dy. 

(Pu d 2 u V 



minore di 



/ (Pu N 


( (Pu (Pu / (Pu V 


\dxdy y 


* ) ( dx ì dz 1 \dxdz ) 



■( 

| dx i dy * 

Segue evidentemente da queste condizioni, clic 



(Pu i Pu 
dx 1 d. 



hi / (Pu Y 

? " \7Ì7dzJ 



deve essere positiva, 



. d-u (Pu d-u , , . , ... , , 

e cosi debbono avere tutti lo stesso segno , 

dx 1 dy * dz 4 

ed u è un massimo se questo segno è negativo, ed un mi- 
nimo se esso è positivo. 

Dalle condizioni (4) e (5) dovremmo congetturare pel prin- 
cipio di simmetria, che DC—A '* sarà anche positiva se sus- 
sistono (4) e (5). Ciò si verifica facilmente, infatti da (5) tro- 
viamo che 

A \ ABC + 2A'B'C' -AA'*- DB '* - CC ' 1 1 

è positiva, e quindi, poiché da (4) A e B hanno lo stesso 
segno, 

BlABC^A'B'C'-AA't-BB't-CC'* | 
é positiva, e quindi 

[BB'-A'C)* è minore di (BC-A 1 *) {BA - C' 1 ), 
da cui segue che BC — A' 2 è positiva. 
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xyz 

237. Es. Sia u — -, —, -7 r-, r, » 

(a + x) (x + y) [y + z) [z + b] 

du yz (ay-x 1 ) ujay-x ») 

dx~ (a + or ) 1 (x + y'f (y + z) (z + b) x[a rx)(x + y) ' 



Similmente, 



du u (xz - y 2 ) 
dy ~ y(x+y){y + z)’ 



du u ( by — z r ) 

dz~ z[y+z)[z + l)' 

Quindi, se ay — x* = 0, xz-y*—0, e by — z r — 0, u può esser» 
un massimo o minimo: queste equazioni danno 



x _ y _ z_i 
» ;r y 2 ’ 



onde ciascuna di queste frazioni = 
chiami questa r; allora 




x — ar, y—xr — ar*, z — yr=ar 3 . 



Procedendo ai secondi coefficienti differenziali di », ab- 
biamo 



dhi 
cìx* ~ 



2.r u 

x(a-hx) (x + y) 



+ etc. 



i termini racchiusi nell’ etc. essendo tali da svanire quando 
si assegnano i valori speciali ad .r, y, z. 



Quindi 



A=-~ 



2m 



a 2 r [ 1 



2 

« 3 r (1 4- ri® * 



Similmente possono trovarsi B, C,etc. ed arriveremo finalmente 
al risultato che u è un massimo. 



238. Supponiamo che si cerchi di determinare i valori 
massimi e minimi di una funzione 9 (x, y, di m va- 

riabili, queste variabili essendo legate da n equazioni, di 
cui la forma generale è 

F r (x,y,z,..) = 0 (1). 

Le m variabili contenute in 9 evidentemente non sono tutte 
indipendenti, poiché per mezzo delle date equazioni n di esse 
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si possono esprimere in termini delle rimanenti m — n. Il 
più semplice metodo teoretico per investigare i valori mas- 
simi e minimi di 9 sarebbe di esprimere per mezzo delle 
date equazioni i valori di n delle variabili in termini delle 
rimanenti, e di sostituire questi valori in 9; cosi 9 diver- 
rebbe una funzione di m — n variabili indipendenti , e po- 
tremmo procedere a trovare i suoi valori massimi e minimi 
nel modo già dato per le funzioni di una, due, 0 tre varia- 
bili indipendenti. Ma questo metodo sarebbe spesso imprati- 
cabile per la difficoltà di risolvere le date equazioni, e quindi 
si adotta il seguente. 



Si suppongano x,y,z... tutte funzioni di una nuova va- 
riabile t , di cui per conseguenza 9 diviene una funzione. 
Si ponga per brevità 



dx 

dt 



- Dx, 



dy r. dz 

jr D,J '7t= m 



allora ~ ^ Dx + ^ Dy + ~ Dz + (2). 

dt dx dy dz 

Dalle n date equazioni (1) deduciamo 



dF t n dF t _ dF, „ 
-^Dx + ^Dy + ^Dz 



dx 



dy 

dF, 



. = 0 
. = 0 



f.T 



dF 

-P D x -f , 
dx dy 



dF 

a Dy+ ^Dz+... = 0 



dz 



Risolvendo le equazioni lineari (3) possiamo esprimere n 
delle quantità Dx, Dy, Dz. . . in termini delle rimanenti m-n. 
Si sostituiscano questi valori in (2), allora rimangono so- 
lamente m — n delle quantità Dx, Dy, Dz. . . , ed abbiamo un 
risultato che può essere scritto 



dv 

dt 



— X • Dx + Y ■ Dy + Z ■ Dz . . . 



Q-Dq...(A), 



in cui X, Y, Z ... non contengono alcuna delle quantità 
Dx, Dy, Dz, etc. Poiché, d’ accordo con le date equazioni, 
possiamo considerare le m-n quantità Dx, Dy, Dz,... come 
1. 31 
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del tutto arbitrarie, segue, nello stesso modo come nell’Art. 232, 
che se 9 deve essere un massimo o un minimo, dobbiamo 
avere 

X — 0, r = 0, Z = 0, <2 = 0 (5). 

Queste m- n equazioni, combinate con le n date equazioni, 
daranno i valori delle variabili per i quali 9 può essere un mas- 
simo 0 un minimo. Per determinare se 9 c un massimo 0 un 

dro 

minimo dobbiamo esprimere Da (4), con l’uso di (5), 
abbiamo 



dt 1 dx J ‘ ' dx 



(w+- 



Dovremmo allora esaminare se l’espressione precedente ri- 
tiene un segno invariabile, quando si adoperano i valori spe- 
ciali delle variabili x, y, z , ... , qualunque siano i valori ar- 
bitrarii assegnati a D. r, Dy, Dz , etc. Se ciò avviene, allora 
9 è un massimo se quel segno è negativo, ed un minimo 
se è positivo. 

239. La soluzione pratica di un esempio qualunque se- 
condo la precedente teoria ò facilitata facendo uso di molti- 
plicatori indeterminati. Si moltiplichi la prima delle equa- 
zioni (3) per X,, la seconda per X 4 , . . . l’» ,ua per X„, i valori 
di X,, X», . . . X„ essendo per ora indeterminati. Si aggiungano 
i risultati a ( 2 ), allora possiamo scrivere 






dt dx 



dx 



dx 



dx 



Dx 



, {*? , X ,IF ' ; X (!F * + X dF * 1 Du 

+ ldy + '~dv r *~df 3 W"'\ J 

+ l<fcr * dz 



dF, 



1 " 



• + X. 



;s + ...u 

dz ■ 



( 6 ). 
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Se eguagliamo a zero i coefficienti di n delle quantità 
Dx, Dy , ..., avremo «equazioni per determinare X,,X 2 ...X„. 
Si sostituiscano questi valori di X„ X' 2 . . . X„, nei rimanenti 

termini di (6), e ^ prende la forma data in (4) ; dobbiamo 
(Xb 



quindi eguagliare a zero i coefficienti delle rimanenti m — n 
delle quantità Dx, Dy, . . . Quindi abbiamo la regola: « Si 
eguaglino a zero i coefficienti di ciascuna delle quantità 
Dx , Dy , ... in (6 ); le m equazioni così trovate, insieme alle 
n equazioni date, ci faranno eliminare le n quantità X„X»,...X ft , 
e trovare i valori delle quantità x , y,z... 



240. La rimanente parte della teoria nell’ Art. 238, nella 
quale si tratta di esaminare il segno di spesso diviene 



in pratica eccessivamente complicata. Nel fatto gli esempii di 
questo metodo sono generalmente tali da permetterci di pre- 
vedere che deve esistere un massimo o un minimo, e di di- 
spensarci dalla seconda parte dell’investigazione. 

_ Es. 1. Trovare il valore massimo o minimo di 



x t + y- + 2*, 

assoggettato alle condizioni 



ax + by + cz — 1 — 0, j 
a'x+ b'y-\- c'z— 1=0,) 



Ponendo 9 per x t +y i -\ -z 2 , abbiamo 

= 2 xDx+ 2y Dy+2z Dz. 



Inoltre dalle equazioni (1), 

aDx + ì>Dy + cDz = 0, | , 9 , 

a'Dx+l>'Dy-rc'Dz=Q, ) 1 r 

Quindi, moltiplicando le equazioni (2) per X, e X 2 rispet- 
tivamente, possiamo porre 

^=(2 x + X,«-i-X 2 a') Dx\ (2 y -(-X,à + X 2 S') Dy 

-~-\2z ì-X,c i X 2 c') Dzu 
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Onde 2.c + X,« + X 2 «' = 0, \ 

• 2y + X,5 + X 2 i’ =0, (3). 

2z -fX,c + X 2 c' —0, ) 

Si moltiplichino le equazioni (3) per a, b, c, rispettivamente 
e si sommino; allora abbiamo, per (1), 

2 + X, (« 2 + b* + c 2 ) + X 2 [aa'+bb'+cc')= 0 (4). 

Similmente, 

2 + X 2 (a' 2 + b'* + c' 2 ) + X, [aa! + W + cc ')= 0 (5). 

Le equazioni (4) e (5) determinano X, e X 2 , e quindi da (3) 
troviamo x,y,z. Inoltre moltiplicando (3) per x, y, z, rispet- 
tivamente e sommando, abbiamo 

29 + à,+X 2 =0, 

che determina (?. Questa è la soluzione della seguente qui- 
# stione di Geometria a tre dimensioni : « Nella retta d’ intcr- 
" sezione di due piani dati trovare il punto più vicino all’ori- 
gine delle coordinate. » Dalla natura della quistione è evi- 
dente che vi deve essere un valore minimo di o. 

— Es. 2. Determinare il massimo quadrilatero che si può 
formare con i quattro lati dati a, (3,y, 8, presi in quest’ordine. 

Dinoti x l’angolo tra a e p, 

y l’angolo tra y e 8. 

L’area della figura ò 

sen j“+y 8 sen y), 

onde possiamo porre 

9 (a?, y) = o$ senx+YÒ seny (1). 

Se tiriamo una diagonale della figura dall’intersezione di 
P e y all’intersezione di a e 8, abbiamo dai due differenti 
valori che possono trovarsi per la lunghezza di questa dia- 
gonale, 

a 2 + £ 2 - 2aJ2 cos x = y 2 + 8 2 — 2y8 cosi/. 

Cosi a* + (J 2 2a(3 cosar — y* - 8 2 -ì-2y 8 cos y— 0 (2). 
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Da ( 1 ) e ( 2 ), 

cos x Dx + K S cos y Dy ( 3 ), 

Clv 

0 = a$ senxDx—yò sen yDy ( 4 ), 

, do . ( senxcoswì 

onde = a 3 - cos x H r Dx ( 5 ). 

dt r (. Sony ) ' „ 

Quindi, poiché il coefficiente di Dx deve svanire, 

sen (x + i/) = 0. 

Adunque x+y deve essere zero, o un multiplo di n; la 
sola soluzione applicabile alla presente quistione è 

x+y=r, (6). 

Quindi cosi/.— — cosa;: sostituendo questo valore di cosi/ 
nell’equazione (2), abbiamo 

a* + S*-v*-8* 
cosa;= — a , — . 

2 (a? -Yyj) 

Poiché da ( 5 ) Dx, 

' dt sen y 

abbiamo, trascurando i termini che svaniscono, per (6), 

d* g a 3 cos (x + y) „ , _ 

-t~ = Dx (Dx+ Dy), 

dt 2 sen y ' 

che, per mezzo di ( 4 ) e (6), diviene 

— (l+^|W) s . 

sen y\ -\oJ 
(fig 

Quindi, poiché è negativo, abbiamo trovato un valore 

massimo di 9, cioè, quando la somma di due angoli opposti 

della figura è eguale a due angoli retti. 

/ 

_ Es. 3 . Trovare il valore massimo e il minimo di « 2 quando 

tt* = a i x t + b l y l + c*2* (1), 

mentre x* 4- j/ 1 4- 2* = 1 (2), 

ed ly-\- my + ni = 0 ( 3 ). 
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Da (1), (2), e (3), deduciamo 

0 = a ì xDxj-b ì yDy+c i zDz (4), 

0= xDx + yDy + zDz (5), 

0 = IDx + rnDy + nDz (6). 

Si moltiplichi (5) per X, e (6) per X, e si aggiungano a (4); 
allora si eguaglino a zero i coefficienti di Ux, Dy, Dz ; così 



a r x +X,.r+Xj? — 0 . . 
b-y + X,y 4- X s m = 0 
c-z +X,z + XjJi — 0 . 



Si moltiplichi (7) per x, (8) per y, e (9) per z, e si aggiun- 
gano,’ allora per (2) e (3), 

a\ r 2 + b' l y 2 + c 2 z 2 + X, = 0. 

Quindi X,=-« 2 . 

Onde, da (7), (8), e (9), 

'U 

X s 7« 

y 



e così, dall’equazione (3), 



« 2 — a 2 « 2 — b 2 u 2 — c- 



Questa equazione è di 2° grado in « 2 , dalla quale pos- 
sono dedursi due valori di u 2 , uno dei quali sarà un mas- 
simo e l’ altro un minimo. È chiaro che deve esistere un 
valore massimo ed un valore minimo di u 2 , poiché x, y, z, 
non possono svanire simultaneamente, e nessuna di esse può 
essere maggiore dell’unità,’ quindi w 2 deve giacere tra i li- 
miti 0 ed a 2 + b ì + c ì . 



— Es. 4. Trovare i valori di x , y, s, quando x*yz 2 è un mas- 
simo o minimo, assoggettato alla condizione 

« 2 x 2 ]• 25</ s + z* — c*. 
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Abbiamo, ponendo u per xhyz*, 



o 

Inoltre 

Onde 



4x s i/: 2 Dx-\-x i z i Dìj + 2 x l yz Dz = 0, 
(4 Dx i Dy 2 Dz) 

V 



Uy 
{ X 



= 0 . 



a 2 x Dx + 3bìj ì Dy + 2 z a Dz — 0. 



— (- X« 2 x = 0, 
x 



- + 3Xij/ 2 =0, 

y 

\+ Xs s =0. 



"Si moltiplichi la prima di queste equazioni per x, la se- 
conda per e la terza per z, e si sommino; allora 



17 

y + Xj «V- 



-2iy*+a*} =0; 



onde. 

Quindi 



a 2 # 2 



12c* 
17 ’ 



/.= 



17 

3c* ‘ 

* 





_ 5. Trovare il valore massimo ed il minimo di r 2 quando 

2 -*=(x-a)*+{y-g)*+(r-7) , 5 

le variabili c le costanti essendo legate dalle equazioni 



X* 7 r z £ , 

U iL. J — 1 

«* é 2 c 2 


(1). 


ìx + my -f- nz — p 


(2), 


/a + -p — JP 


(3), 


.« _ J__ JL 

a l l ò-m chi 


W- 



[Lo studente che ha conoscenza della Geometria a tre di- 
mensioni vedrà che (1) è l’equazione di un ellissoide, e (2) 
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è l’equazione di un piano; a, (3 , 7 sono le coordinate del cen- 
tro della curva d’intersezione del piano e dell’ellissoide, ed 
r è il raggio vettore tirato dal centro di questa curva ad 
un punto qualunque della curva]. 

Poiché r 2 deve essere un massimo 0 un minimo, abbiamo 

[x— a)Dx+(y— $)Dy+[z— l)Dz— 0 (5); 

inoltre da ( 1 ) e ( 2 ) 



xDx , yDy zDz 
—gf “gr c 2 



0 



IDx + mDy 4- nDz — 0 



( 6 ), 

Pi- 



si moltiplichi ( 6 ) per X, e (7) per g, e si aggiungano a (5); 
indi si eguaglino a zero i coefficienti di Dx, Dy, e Dz; così, 



x-a+-* + y.l =0 (8), 

a 2 

£ 

y - P + ^ + P» = 0 i 9 )’ 




( 10 ). 



Si moltiplichino ( 8 ), (9), e (10) per x-a, y-^ez-y ri- 
spettivamente, e si aggiungano; così per (2) e (3) 




Ora da (4) 

a _ p _ al 4 - p 

aH ~~ b^m c l n a 2 / 2 + é 2 m 2 4 - c-n- a 2 / 2 + b ì m' L 4 chi 1 ’ 

così (11) diviene per mezzo di (2) 

r*=:X \ — — — 1 } = X/> poniamo. 
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Così (8), (&), e (10) possono scriversi 




Sostituendo i valori di x, y, e z da queste in (2), otte 
uiaino 

Ika 2 (a — pZ) vnkb 2 ((5 — pm) nkc 2 (y — pw) _ 
ha*- + r 2 kb 2 + r* he* + r 2 

inoltre la. + + ny —p. 

Sottraendo verrà 

cV {^+U) 

ha* + r 2 ^ kb 2 + r 2 ^ kc 2 + r* — " 

T^CL 3 T^y 

Ora A’p + — - , A-p + , e + sono di egual valore 

(b v 0 Qtt C“ìt 

per (4); e questo valore non può essere zero, poiché allora 
per (12) otterremmo i valori inammissibili x — a, y=% 2 =7- 
Quindi dividendo abbiamo 

a 2 l 2 b 2 m 2 i chi 2 _ 

A a 2 + r 2 + kb 2 -k 2 ' kc 2 r 2 ~ ' 

Questa equazione di 2° grado darà due valori di r\ uno 
sarà il valore massimo di r 2 e l’altro il valore minimo. 

£ Il prodotto dei valori di r 2 sarà 

k 2 a 2 l 2 c 2 [P + m 2 + n 2 ) _ 
ah* b 2 m 2 + chi 2 ’ 

e u volte la radice quadrata di questo prodotto è l’area della 
curva d’intersezione dell’ellissoide col piano; quindi pren- 
dendo il valore positivo della radice quadrata abbiamo per 
]’ area 

r.abc [a 2 P + b 2 m 2 + c 2 n 2 —p 2 ) \! (P + tn 2 + n 2 ) j 
la 2 ! 2 + b 2 m 2 + chi 2 ) 2 

1. 32 
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6. Trovare il valore massimo o minimo di m quando 
e 2x+2y-\-Az — a. 



Jtisultato. 




è un valore massimo. 



7. Trovare il valore minimo di u dall’equazione 

u = a;* + y* + z 1 + , 

le variabili essendo legate dall’equazione 



ax + by + cz + = k. 

fc* 

Il risultato è « = — rz ; 

a i + b i + c ì + 

8. Trovare il valore minimo di 



x* + y* + z* + x — 2z — xy. 



Risultato. 




s= 1. 



9. Trovare il valore minimo di 

x* + y* + s*, 

\ 

in cui xyz = c 3 . 

10. Se x, y, z sono gli angoli di un triangolo, trovare i 
valori di x, y, z che rendono 

scn”' x sen n y sen p z 

un massimo. 

11. Trovare il valore massimo o minimo di xPtfz T assog- 
gettato alla condizione Ix + my + nz = a. Quindi trovare il 
parallelepipedo di volume massimo che ha per suoi tre spi- 
goli gli assi delle x,y,z , ed ha l’intersezione dei suoi spi- 
goli opposti in un piano dato. 

12. Se ax l + bxy 4 - ci/ =/, ed r l = x 1 -f y 1 , mostrare che 
i valori massimo e minimo di r- sono dati dall’equazione 

(fl* — 4 ac).r* + 4/fa + c) r* -- Af* = 0. 



\ 
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13. Trovare il valore massimo di 

(ax + by + cz) e-^-gV-irV 



Risultato. 




V = 



& 



52 » 



[iC 

T*’ 



in cui 




b \ c l\ 

| 2 T 7 V 



14. Ad un dato volume F di metallo deve darsi la forma 
di un vaso rettangolare; le pareti del vaso debbono essere di 
data spessezza a, e non vi deve essere coperchio. Determinare 
la figura del vaso affinchè abbia una capacità massima. 

Risultato. Se x, y e z, sono le esterne lunghezza, larghezza, 
e profondità; 



x~y = a-f 




15. Se r 2 = x 1 + y 2 + ; 2 , in cui 




ai i 2 -f by 2 + cz 1 + 2a'yz + 2 b'zx + 2 c'xy — 1, 
ed Ix + my + nz — 0, 

trovare il valore massimo ed il minimo di r 2 . 



Risultato. Essi sono determinati dall’equazione 



— 2mna' (a — — 2 nlb' {b — - 2 Ime' 




+ 2mnb'c' + 2nlc'a' + 2 Ima'b' — Fa' 2 - m 2 b' 2 — n 2 c’ 2 — 0. 



Digitized by Google 



( 2W ) 



CAPITOLO XVIf. 

ELIMINAZIONE DELLE COSTANTI E DELLE FUNZIONI. 



V 



241. Possiamo far uso della differenziazione per eliminare 
da un’equazione che racchiude variabili e costanti una o più 



delle costanti. Per esempio, sia 

(y - W- + i x ~ «) 2 ~ c ~ - 0 {!)- 

Differenziando tre volte, si ha 

[y — b)~ + x — a — 0 (2> 







= 0 



(y-b) 



fi 3 ;/ o dy <Py 
dx 3 dx dx 2 



- 0 , 



( 3 ) , 

(4) .. 



Da queste quattro equazioni possiamo dedurre un’equa- 
zione liberata dalle tre costanti: abbiamo 



Quindi 



dy x — a 

dx ~ y — b' 

fPy (x — a} 1 + [y — b) 2 _ c - 

dx 2 ' (y-b) 3 (>J-b) 3 ’ 

o dy <Py 

d 3 y dx dx 2 3c* f x — a) 

dx 3 ~ y~b — (y — b) s 




■(*)■ -P 



4 r •*** ^Va^atf ^ ts 
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242. In generale, se abbiamo un’equazione tra x ed y ed 
n costanti arbitrarie, e differenziamo m volte successivamente, 
abbiamo »i + l equazioni tra le quali possiamo eliminare?» 



c fu 

costanti, e ciò darà un risultato che contiene -r~ ed 
’ . dx"* 



coef- 



ficienti differenziali inferiori di y. Nell’equazione risultante 
vi saranno ancora n — m costanti ; e siccome possiamo sce- 
gliere a piacere le m costanti che si eliminano, possiamo 
formare tante equazioni risultanti che contengono n — m co- 
stanti, quante sono le combinazioni di n cose prese m per 
volta; cioè, 



n (» — 1) . . . (n — rn + 1} 

| m 

Ciascuna di queste equazioni risultanti si dice un’equa- 

d m u 

zione differenziale dell’ m mo ordine , essendo il più alto 
coefficiente differenziale di y che si trova in essa. 

Quando l’equazione primitiva si differenzia n volte suc- 
cessivamente, abbiamo «4-1 equazioni, tra le quali tutte le 
costanti possono essere eliminate, dandoci un’equazione dif- 
ferenziale dell’ M mo ordine. 

243. Se ritorniamo all’esempio nell’ Art. 241, abbiamo per 
una delle tre equazioni differenziali del primo ordine, 

'» -*>&+* -“ =0 - 



Se troviamo a da questa equazione in termini di x, y, b, o 

^ , e sostituiamo nell’equazione data, otteniamo un’altra 

equazione differenziale del primo ordine. Se troviamo b in 
termini di x,y, etc. , e sostituiamo nell’equazione data, ot- 
teniamo la rimanente equazione differenziale del primo ordine. 

Le tre equazioni differenziali del secondo ordine che pos- 
sono trovarsi combinando le equazioni (1), (2', e (3) dell’ Art. 
241, sono 
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a — x — 




J 



( Ix * 




Si troverà col fatto, che se preudiamo una qualunque delle 
equazioni differenziali del primo ordiue, e differenziamo due 
volte, otterremo lo stesso risultato se eliminiamo le due co- 
stanti contenute in queste tre equazioni, come abbiamo già 
trovato nell’ equazione (5) dell’ Art. 241. Inoltre, se prendiamo 
una qualunque delle equazioni differenziali del secondo or- 
dine, differenziamo una volta, ed eliminiamo la dbstante con- 
tenuta in queste due equazioni, arriveremo sempre all’equa- 
zione (5) dell’ Art, 241. 

244. Il procedimento col quale, come nell’articolo prece- 
dente, possiamo dedurre le equazioni differenziali per mezzo 
della differenziazione e dell’eliminazione delle costanti, non 
ha in se stesso molto interesse o valore. Ma-<ft metodo di 
passare dalle equazioni differenziali all’equazione primitiva 
da cui esse sono dedotte, forma un’importantissimo ramo 
delle matematiche. Infatti tutte le investigazioni nella scienza 
fisica conducono ad equazioni differenziali., le quali debbono 
essere risolute prima che possiamo diro di comprendere il 
soggetto che si considera. Non entriamo qtlr nella soluzione 
delle equazioni differenziali, ma è solito, nei trattati sul Cal- 
colo Differenziale di considerare alquanto la formazione di 
tali equazioni per mezzo dell’eliminazione, questo procedi- 
mento rischiarando i metodi da adottarsi per la loro so- 
luzione. 
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245. Non solamente le costanti si possono eliminare, ma 
le funzioni. Si supponga, per esempio, 



onde 



y = sen x, 
dii 

—■ — COS.T, 

, dx 

= V(i-i/ , j; 




Quindi la funzione senx è stata eliminata. 
Inoltre, sia 

y = tan (x + y); 

onde ài = * 1 + tan * ^ x,+ y ) ® ! 1 + % 

=( i +» , )( i+ S> 



Quindi tan(.i: + y) è stata eliminata. 

In questi esempii funzioni date sono state eliminate: pro- 
cediamo a casi nei quali si eliminano funzioni ignote. 



246. Si supponga s = <p in cui ? dinota una funzione 

la forma della quale non è data, e che è chiamata perciò 
una funzione arbitraria. Le variabili x ed y si suppongono 
indipendenti. 

X 

Si ponga 



t; allora 






Z =s 


<?(*)> 






dz 


YM 


dt 


] 


d & 


dx ~ 




dz 


YM 


dt 


X .... 


dy~ 


dy " 





onde 



dz dz n 
* t + y -T- = 0. 

dx dy 
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Quindi quest’ ultima equazione è vera qualunque sia la 

forma della funzione 9; per esempio, se z = log(-) , o 
x (x\ m 

z = sen- , 0 z — (- ) , in ciascun caso abbiamo che l’equa- 
V \yi 

zione sussiste. 

247 . Si supponga « = 9(0), in cui u e v sono funzioni note 
di a", y, e z, ma la forma di 9 non è data. Le variabili x ed 
y si suppongono indipendenti. Se differenziamo ambo i mem- 
bri dell’ equazione rispetto ad x ed y successivamente, ab- 
biamo 

du , du dz m , Uh , dv dz) 

dx dz dx * ' V ' (dx ^ dz dx) ’ 

rìn du dz , \dv dv dz ) 
dy dzdy * b/y dz dy\' 

Onde, qualunque sia la forma di 9, 

/ du , du dz\ ( dv dv dz\ l du du dz\ / dv dv dz\ 

\dx ^ dz dx) \dy dz dy) \dy dz dy) \dx dz dx) 

In altri termini si è eliminata la funzione arbitraria 9. 

248 . Si suppongano 

«1 =/ ( (®» y , *). 

otj —f 2 (1, y, z), 

due note funzioni di x,y,z, che entrano in un’equazione 

f i y, 2. ?i («i)» ? 2 (* s ) S = 0 (li, 

9, e 9, essendo funzioni arbitrarie. Se formiamo le equazioni 

3“* f=° : (2) ' 

S= 0 ' efr 0 ’ % = ° ,3i> 

introduciamo le funzioni ignote 

9,' (a,), 9,' (a,), 9," (a,), 9," (a,), 
e queste, con 9, (a,), e 9, (aj), formano sei quantità da eli- 
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minarsi tra le sei equazioni ( 1 ), ( 2 ), ( 3 ). Ciò generalmente 
non può essere effettuato. Procedendo alle equazioni 



rìx 2 dy 



^ = 



introdurremo solamente due nuove funzioni ignote , cioè 
c,'" (a,) e 9»"' (a.>). Quindi possiamo ottenere con l’elimina- 
zione un’equazione tra z ed i suoi coefficienti differenziali 
parziali rispetto ad y ed x del terzo ordine inclusivamente, 
la quale sarà liberata dalle funzioni 9, (a,) e 9 2 (a 2 ) e dalle 
loro funzioni derivate. Poiché abbiamo dieci equazioni ed 
otto quantità da eliminare, possono generalmente ottenersi 
due equazioni risultanti. 



249 . Abbiamo detto che generalmente, nel caso supposto 
nell’ articolo precedente, non possiamo eliminare le funzioni 
arbitrarie procedendo sino alle seconde equazioni derivate. 
Si hanno però dei casi, nei quali, per la forma di a, ed a 2 . 
questa eliminazione può essere effettuata; per esempio, si 
supponga 

z = 9, (a; + ay ) 4 - 9» (® - ay). 

Qui — = 9/ (a- + ay) + 9*' ( x - a?/), 

'■£ = «?,' + ay) - 39 2 ' [x - ay), 

= ¥1" (® + ay) + 9 t " (a: - ay). 



quindi 



-j- = a 2 9," (x + ay) + a 2 (f t " [x - ay) ; 

d 2 z _ , cPz 
dy * ~ a dx 2 ' 



250 . Supponiamo un’equazione fra tre variabili della forma 



F I l/> *1 ?i ( a i)> 9«(®n) i — 

che racchiude n funzioni arbitrarie 9, , 5 2 , 9,, delle n 

note funzioni a, , a 2 , a„ rispettivamente. 
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Se procediamo nel modo dell’ Art. 248, e deduciamo da 
questa equazione tutte le sue equazioni derivate sino a quelle 
dell’ordine ?« ,no inclusivamente, otterremo 



1 + 2 + 3 + 4-I (*» + l) 

. . . , (in + 1 ) («t + 2ì . . 

equazioni, cioè * ^ equazioni. 



Il numero delle funzioni ignote sani {; ni -f 1) n, e quindi, 
per potere eliminare le funzioni arbitrarie, dobbiamo avere 
generalmente 



(mi + 1 ) [m + 2) 

2 " 



maggiore di (m + 1) n. 



onde 



in + 2 . , . 

— - — maggiore di n; 
& 



quindi m = 2n — 1 al meno. 

Se ?» = 2» — 1, il numero delle equazioni sarà »(2a + l), 
ed il numero delle funzioni da eliminarsi, 2»*; quindi, vi 
saranno generalmente n equazioni risultanti. 



251. Daremo un caso nel quale sono contenute più di tre 
variabili. Si supponga 

F { u, x, y, s, <f [a, p) } = 0 (1), 

in cui tf (a, p) dinota una funziono arbitraria delle due quan- 
tità a c J3, le quali sono esse stesse tutte e duo funzioni di 
u, x , y, e z. Se differenziamo (1) rispetto a ciascuna delle 
variabili indipendenti x,y,z, otteniamo tre equazioni 






( 2 ), 



In queste equazioni, oltre la funzione arbitraria <p, abbiamo 

le sue due funzioni derivate ~ c~ . Quindi, tra le quat- 
ta c/g 

tro equazioni (1) e (2), potremo eliminare le tre funzioni ar- 
bitrarie, ed arrivare ad un’equazione che contiene 

dii dii dii 

x, y, z, , — , c — - . 

dx dy dz 
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252. Supponiamo due equazioni della forma 

f\x,y,z,c, 9 ( 0 ), y{c), !=°* 

F j x, y, z, c, 9(0), yjc), j=0, 

e si debba investigare in quali casi, con le differenziazioni 
successive, si possano eliminare c e le funzioni arbitrarie 
<?(e)>X( c )> 

Dobbiamo considerare z e c come funzioni delle variabili 
indipendenti x ed y, ed eliminare le quantità 

de de. d 2 c d 2 c de 1 

C ’ dx ’ dy ’ dx 2 ’ d.cdy ’ dy 2 ’ " ’ ’ 

?(c), ?'(c), 9 "{c}, 

xM. X'W. x*W. 



tra le due date equazioni e quelle derivate da esse con la 
differenziazione successiva rispetto ad x ed y. Supponiamo 

che il numero delle funzioni arbitrarie 9 (c), /(<?), sia 

», e sia m un numero intero. Il numero totale delle quan- 
tità comprese in c e nei suoi coefficienti differenziali parziali 
sino air?»” 0 ordine iuclusivamentc è 



1+2 + 3 



+ (m + 1 ), 



0 



Ini + 1) (m f 2) 

2 



Il numero delle quantità comprese in 

9 \c), «?'(«), 9 "(«), ?*(«), 

xW» x'W* x"(«)i x'"( c )> 



è n (>» + 1). Se aggiungiamo alle due date equazioni tutte 
quelle che possono ottenersi prendendo le equazioni derivate 
sino a quelle dell’ m m0 ordine inclusivamente, il numero to- 
tale delle equazioni sarà (m + 1) (m + 2). Quindi l’elimina- 
zione si può effettuare se 

[m + 1) [m + 2) e maggiore di n [m + 1) + ', 

cioè, se 



in + 2 è maggiore di n -f 



m + 2 

~ 2“ ’ 



m + 2 maggiore di 2 «. 
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Se prendiamo m = 2n — 1, avremo 2n (2 n + 1) equazioni, e 
An % + n quantità da eliminare; quindi, possono ottenersi n 
differenti equazioni risultanti clic contengono x,y,z, ed i 
coefficienti differenziali parziali di z sino a quelli dell’or- 
dine (2n — l) mo inclusivamente. 

253. Come un esempio di quanto precede, supponiamo so- 
lamente ima funzione arbitraria 9 (c). Le date equazioni di- 
ventano 

f\{x,y, z, c,<f{c) | — 0, 

F\[x,y, z,v,(f[e) j =0. 

Si differenzii ciascuna rispetto ad x ed y. Abbiamo così 
sei equazioni, dalle quali possiamo eliminare 

de de , , . 

e ’ di’ di’ » e ■? W’ 

lasciando un’equazione tra 



X ’ y ’*’Tx*Ty 



254. Ancora, supponiamo le funzioni arbitrarie ridursi a 
due 9 (c) e / (e). Se adoperiamo le due date equazioni e quelle 
ottenute procedendo sino alle seconde equazioni derivate, ab- 
biamo in tutto dodici equazioni , dalle quali non possiamo 
in generale eliminare le dodici quantità 



de de d l c d 2 c 



d 2 c 
"•» * 



C ' dx ’ dy ’ dx 2 ’ dx dy ’ dy 2 

<?(«)» ?' ( c )> 9 "M. '/»> X'M» X" («)• 

Procedendo alle equazioni derivate del terzo ordine, ab- 
biamo tenti equazioni e dieciotto quantità da eliminare, cioè 
le dodici già scritte, e 



d 3 c d 3 e 



d 3 c d 3 c 



dx 3 ’ dx 2 dy ’ dx dy 2 ’ dy 3 ’ 



? '"(eh e x"'(e). 



Quindi possiamo ottenere due equazioni differenziali fche 
contengono x, y, 2 , ed i coefficienti differenziali parziali di 
z sino al terzo ordine inclusivamente. 
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255. In casi particolari l’eliminazione può essere effettuata 
senza procedere a tante differenziazioni quante ne indica la 
teoria generalo. Supponiamo, per esempio, che si abbiano 
tre funzioni arbitrarie, dovremmo gcueralmentc formare le 
equazioni derivate del quinto ordine per l’Art. 252. Ma se 
le tre funzioni arbitrarie sono legate in modo, elio 

X ( c ) = ?' (*)» 

$ («) = ?"(«). 

le date equazioni prendono la forma 

/ { x, y, z, 9 (c), 9 '[c) T 9" (c) | = 0, 

F | x, y, z, 9 (c), 9'(c), 9" (c) } = 0; 

c procedendo sino alle seconde equazioni derivate, abbiamo 
dodici equazioni ed undici quantità da eliminarsi, cioò 

de de d 2 c d 2 c d 2 c 
C ' dx ' dy ’ dx 1 ’ dy* ’ dx dy ’ 

9 (c), 9'(«). ?"(«), 

Cosi possiamo dedurre una equazione risultante tra x, y, z, 
ed i coefficienti differenziali di z sino a quelli del secondo 
ordino inclusi vamente. 

256. Le due equazioni 

f\x,y, z,c, 9(c),x(«)» ! = °> 

F | x, y, z, c,9(c),x(c), ! =0, 

sono equivalenti ad una equazione della forma 

F i x, y, z, 9, (x, y, z), /, [x,y,z), | = 0; 

la quale può ottenersi teoreticamente, trovando dalla prima 
equazione il valore di c e sostituendolo nella seconda. Per 
l’ Art. 254 vediamo che generalmente non potremo eliminare 
le due funzioni arbitrarie 9,, y t , da un’equazione della forma 

F\x,ij, z, 9, (x, y, z), Xi (x, y, z) | = 0, 

procedendo solamente alle seconde equazioni derivate. Ciò 
si è già presentato nell’ Art. 248. 
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ESEMPII. 



1. Eliminare la costante da 



xy - e = (x + y) (e - 1). 

Risultato, (x 2 + x + 1) + 1/* + y + 1 — 0. 



2. Eliminare e x e cosx da 



y — e T cos x = 0. 



Risultato, —s — 2^ -i- 2 y ~ 0. 
dx 2 dx 



3. Se x 2 — 2 ay - a 2 — b — 0, mostrare che 

d*y_dy _ 0 

dx 2 dx ' ‘ 

4. Se y — ae mx senni, mostrare che 

g-2»g + K + »<)!/ = 0 . 

5. Se y — a senx + b cos x, allora 

dhj „ 

d +y=0 - 

6. Eliminare gli esponenziali da 

xy = ae x + be~ x . 

Risultalo, x -r'i + 2 — xy — 0. 

dx i dx 

7. Eliminare le costanti da 

y 2 + bx ì = a. 

n- 7 , . ( di/V d 'j r\ 

Risultato. «lp+*l S ;-» a =«- 

— 8. Eliminare le costanti e gli esponenziali da 
ae' J + be~y =fe x + 

“•{§+(!)’- =*g<3)’ 
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11 . 

f 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 

17. 
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» 

Se (x + y) (c + log.r) ?= ae'\ allora 



dy , 

**Tx- + = 






Eliminare a e b da 



cos (t 1o &* + *)- 



d*y 

dx* 



Risultato, x 1 + 2x ~ + 2 y = 0. 

(JX 



Eliminare le costanti dall’equazione 
1 = ax- + 2 bxy + cy*. 

*«teto.g( ! ,-x£) + a E (g)’=o. 

c 1 1 V /1 1 \ 

be z~x = ^ Vy ~x)’ mostrarc che 



x * 



.+ y 



,2 ™ 



dx ‘ J dy 

Se Ioga = 9 (cy + bx) + <J/ (ay - bx), allora 

«* L*5 _ (**Yl = » | (± VI 

( da,* w/ ) 1 " dy 2 Vdy/ ) 

Se ? = 9 (a? + y), allora ^ ^ • 



dx dy x + y ' 

Se ^ = 9 (e r sen y), allora sen y ~ = cos v — . 

dy J dx 

Se 7x +/{z] 7 y = 0 ’ allora 



iPz fdz\- _ 2 d 2 z dz dz . (Pzfdz\ l 



dx * Vdy/ * d.r dy da; dy + dy* Vda 



= 0 . 



Se z—/( - — — 'j , allora 
\x — mzj 



i , , ,dz„ 

(x~mz)- + (y-nz)-=0. 
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18. Eliminare le funzioni arbitrarie da 



i ~ x? [ax + hj) + yty [ax + hj). 

Risultato, a' 



d 2 z 
dy 1 



-2ab-fZ-+b 2 ^ = 0. 

dxdy <ìx- 



19. Eliminare le funzioni arbitrarie e le esponenziali da 

u = é nx F[ x + y) + e~ n ’f(x - y). 

Jt . (Pu , „ <lu d 2 u n 

Risultato. - r - i = n i u + Zn— =0. 
ax* dy dy * 

20. Eliminare le funzioni circolari e le logaritmiche da 

(1) y = scnlogx, (2) y — log sena?. 



» <Py , dy 






r/*i/ 



+ 1=0. 



21. Se z=-£ + o Q + logi/j, allora y 



f/s ( , dz 
r X- =y 2 . 
dy dx 



22. Eliminare le funzioni da y=xf{z) + o(z). 

Risultato. Lo stesso come nell’Es. 16. 

23. Se z+mx + uy —/{{x-a) 2 -\-[y-b) t + (z-c) 1 }, allora 

\y-b-n[z-e) \^-\x-a-m[s-e)}^=n{x-a)-m(y-b). 



24. Se z — x 2 {ax + hj) + <? (y* + x 2 } + (y* — x 2 ), 

a ° ra a* dx 1 y 2 dy 2 a 3 dx ^ y 3 dy x y 3 

25. Se z = <pjx+/(y) }, allora 

(Pz dz dz (Pz _ 
dxdy dx dy dx 2 

26. Eliminare le funzioni arbitrarie da 
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27. So u + y+z=x^f\x[u— y),x[y— z) J, allora 

du . .du . ,du 

X te +{u + z] Ty + ( U+y )d~z =y+Z - 

28. Se u = ^F(y'-xz),f (^-*£-^ allora 

,* + 2 *£ + &£ = 0 . 
dy J dz dt 

29. Se u = xyz-F\f t (x*+y*+z i ),f i (xy+xz+yz)], allora 

, , du . .du , . du 



fy—z z—x x — y\ 

=, H ; V- + — + — 

\ x y z / 



30. Eliminare z dalle equazioni 
d*x 



<Pu 

~ = if{x^ 



Risultato. 2s (x, y) = 



>h{x,y)-Q[x,y) 



dy 

dx 



dx 



31. Eliminare le funzioni arbitrarie da 

+ ?»(*)■ 



cPy 

dx 1 



d'-z 



d*z 



Risultato. x i ~ + 2xy~^ r + ^ + X -~ + u— = *J* 

f/.x 2 J dxdy J di/ dx v dy 

32. Mostrare come eliminare le n funzioni arbitrarie da 

==?.(!) +**,(!) +*">.(*)• 



1. 



34 



Digìtized by Google 




( 274 ) 



CAPITOLO XVIII. 



TANGENTE E NORMALE AD UNA CURVA PIANA. 



257. Def. Siano P, Q, duo punti di una curva, e si sup- 
ponga una linea retta tirata per essi; la posizione limite di 
questa retta, a misura che Q, si muove lungo la curva e si 




avvicina indefinitamente a P, è chiamata la tangente della 
curva nel punto P. 

Trovare l’equazione della tangente in un dato punto della 
curva. 

Siano x, y , le coordinate del dato punto P, 

x + Ax , y + Ay , le coordinate di un’ altro punto © della 
curva. 

Allora x',y', essendo le coordinate correnti, avremo per 
l’equazione della retta PQ, 



.. t/ + Ay-y,_, 

- y = 7 —x), 

x+Xx—x' ' 



cioè, 






Ora si avvicini Q indefinitamente a P; il limite di 
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~r— ò < -y- ) c r equazione della tangente in P c 
Ix dx 

*-v=ÌV-*ì- 

258. Def. La normale ad una curva in un punto è la li- 
nea retta condotta pel punto perpendicolarmente alla tan- 
gente nello stesso punto. 

Trovare T equazione della normale in un punto della curva. 

Poichò l’equazione della tangente ner punto [x,y) è 



l’equazione della normale nello stesso punto è 



y'-y= 



1 



i 

dx 



(x'-x), 



supposti gli assi rettangolari. 

— 259. La tangente e la normale nel punto P incontrino 
l’asse delle x nei punti T e G rispettivamente; si tiri l’or- 
dinata PM ; allora 



MT si chiama la sottangenle, 
MG si chiama la sunnormale. 



Ora 



onde 



MP 

alla tangente di PTx, 

_dy . 

dx * 

MT — A = . 

dy J dy 



dx 



MG 



Similmente — tangente di GPM — tangente di PTx , 

dy 
~ dx '’ 



onde 



MG = y 



dy 
dx ’ 
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In queste espressioni della sunnormale e della sottangente, 
si deve osservare che la sottangente è misurata da M verso 
sinistra , e la sunnormale è misurata da M verso dritta. Se 

in una curva qualunque y ~ è una quantità negativa, ciò 

(IX 

indica che G giace a sinistra di M, e, siccomo in questo 

dx 

caso y— è anche negativa, T giace a dritta di M. 

jì. 260. Nell’ equazione della tangente si ponga j/'—O, allora 

dx 



x'—x—y 



dy ’ 



questo adunque è il valore di OT. 

Similmente, se poniamo x'=0, si trova 

, dy 
y=y-x Tx , 

che dà l’ordinata del punto in cui la tangente incontra l’asse 
delle y. 

H 261. La lunghezza della perpendicolare abbassata dall’o- 
rigine sulla tangente è, per le formolo ordinarie della geo- 
metria analitica, 

dy 

x~r — y 

dx 



W{ 



262. Se l’equazione di una curva è data sotto la forma 
f(x,y) = 0, abbiamo 

(I) 



<ly 

dx 






Con ciò l’equazione della tangente diventa 
e quella della normale 
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La lunghezza della perpendicolare alla tangente dall’ori- 
gine’ è, tralasciando il segno, 

*(£)+'(£) 

VKSMDT 

263. Alle volte conviene determinare una curva per mezzo 
delle due equazioni 

?/ = '!'(*)> * = xM» 

sicché x ed y sono ambedue funzioni di una variabile t, 
eliminando la quale tra le date equazioni, si può ottenere 
un risultato della forma ordinaria y—f[x). Con questa sup- 
posizione, abbiamo 

di) 

dy di 
dx dx ’ 
dì 



Quindi l’equazione della tangente diventa 






e quella della normale 

(»■-»)§=- 

Nella figura abbiamo supposti gli assi rettangolari ; se essi 
sono obbliqui non si ha alcun cangiamento sia nella ricerca 
dell’equazione della tangente che nel risultato. Ma l’equa- 
zione della normale è 

i tfu 

1 + COS fa) -j- 



COS (•) -f -- 

dx 

in cui to è l’angolo d’inclinazione degli assi. 

264. Es. (1). L’equazione generale di una curva di secondo 
ordine è 

Aìj 1 -f 2Bxy 4 Cx* -f 2 Dy 4 2 Ex 4 F— 0. 
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Quindi, per l’ Art. 262, l’equazione della tangente nel punto 
(x,y) è 

(y'-y) (Ay + Bz+D) + {x' - x) (Cx+By + E) = 0, 
la quale si riduco per mezzo della data equazione ad 
y' (Ay + Bx + B)+x'(Cx + By + F) + Dy-\-Fx+F— 0 . 

Es. (2). Supponiamo che l’equazione della curva sia 

X 

y-ae c , 



onde 



dy _ a 3 _ V . 

^--e - c , 



dx c 

c l’equazione della tangente diventa 
y'-y=\[x'-x). 

La sottangente — c, ed è per conseguenza costante 

dy 

dx 

in questa curva che è chiamata la curva logaritmica, 
i • Es. (3). L’equazione della spirale logaritmica ò 

tan~* - = A log yf (x* + y*). 



Onde 



dy 

X ÌT X -' J k 

c 1 + ’/ 






x 2 + y* 



quindi 



dy _ lix + y _ 
dx x — ky * 

c l’equazione della tangente è 
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Es. (4). Supponiamo che l’equazione «(j, y) = 0, o u — 0, 
possa essere inessa sotto la forma 

+ *>#_ 1 + v n -t + • + v , + 1> 0 = 0 , 

in cui t> n , v n _ x , sono funzioni omogenee del grado 

», » — 1 , rispettivamente; da ciò 

tht _dv n dv n _ y 

dx dx dx ’ 

du_dv £ dv„_ t 

dy dy dy 

e l’equazione della tangente è 

Ma per la proprietà delle funzioni omogenee (si vegga 
Es. 3 alla fine del Capitolo Vili.) 

dr n dv n 

y—r+x = nt„, 
dy dx 

✓ 

Quindi l’equazione della tangente diviene 

<(&+*?+ M£?+% j+ ) 

= nv„ + (» - 1 ) + (* ~ 2 ) + 

o, poiché f>„ + r„_, + • • • + f i + £ 0 = °» 

■)+'&+*£*+ ) 

+ + ... + (»- 1) p, + nv 0 = 0. 
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Es. 1 (5). Determinare un punto in una curva data in modo 
che l’area del triangolo formato dalla tangente in questo 
punto e dagli assi delle coordinate sia un massimo o un 
minimo. 

Per l’Art. 260, l’area varia come il prodotto di 

dx . dy 

■' dy ’ dx ’ 

u- ; 

'hi 

dx 



si ponga 



allora si cerca il massimo o il minimo valore di u. 
Si troverà che 



rìu 

dx 



O' -*!)(*£ + s )§ 



m 



d-y 



Ora, come vedremo nel Capitolo XXI, dove-r-^-O, la curva 
ha in generale un punto singolare chiamato un punto d’ in- 
flessione. Dove y — x — 0, la tangente passa per l’origine 

e V area in quistione svanisce. Sarà spesso evidente quando 
si considera una curva particolare, che nessuno di questi 

casi eccezionali può aver luogo. Abbiamo dunque x ^ + y = 0 

come la condizione che determina il punto cercato. 



Quando x 



— + y — 0, abbiamo, per l’Art. 260, 
dx 1 

x' ~ 2x, ed y' = 2y. 



Quindi in generale quando l’arca è un massimo o un mi- 
nimo la porzione della tangente tra gli assi è bisegata nel 
' punto di contatto. In generale sarà chiaro dalla figura nel- 
caso di una curva parlicolare se l’area è un massimo A un 
minimo. 
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265. Se l’equazione della curva è data nella forma 



F(r,y)-c = 0, 



l’equazione della tangente nel punto [x, y), sarà 



i , , dF . , ,dF n 

{,J - y ‘ w + ( x - x ) e =0 - 



-(IH 



e l’ equazione della normale 

dF dF 

{ y'- y)l .- (x '- x)d L=0 ( 2 ). 

Se consideriamo x',y', come costanti, l’ equazione (1) com- 
binata con F{x,y)—c, darà le coordinate dei punti in cui 
le tangenti condotte dal punto ( x ', y') incontrano le diverse 
curve rappresentate da F(x,y)=c; e l’equazione (2) combi- 
nata con F[x,y)=:C, darà le coordinate dei punti in cui le 
normali condotte dal punto (se', y') incontrano le diverse curve 
rappresentate da F[x ì y)—C . 

Poiché le equazioni (1) e (2) sono indipendenti da c, esse 
rappresenteranno i luoghi geometrici dei punti in cui le 
curve che si ottengono attribuendo diversi valori a c nella 
equazione F(x,y)=zc, sono incontrate dalle loro tangenti o 
dallo loro normali rispettivamente, che passano pel punto 
(x 1 , y'). Cosi, se vogliamo tirare le tangenti dal punto (&', y') 
ad una qualunque delle curve F[x,y)=c , dovremo costruire 
la curva 

e determinare dove essa intersega la curva particolare 
F(x,y)—c che si considera; congiungendo il punto o i punti 
d’intersezione col punto [x', y') avremo la richiesta tangente 
o le tangenti. Similmente, possiamo tirare le normali da ( x',y ') 
ad una qualunque delle curve F(x, y) —c. 



ESEMPII. 

1. Nella curva y[x — 1) (a: — 2)=a;- 3, mostrare che la tan- 
gente è parallela all’asse delle x nel punto pel quale 
x = 3± v '2. 

1. 35 
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2. Nella curva y 2 — {x—a) 2 (x—c), mostrare che la tangente è 

parallela all’asse delle x nel punto pel quale x — . 

3. Nella curva x*!/ i =a?( x+y), la tangente all’origine è in- 

clinata sotto un angolo di 135° all’asse delle x. 

4. Nella curva x*(x + y)=a 2 (x—y), l’equazione della tan- 

gente all’origine è y — x. 

* t 2 

5. Nella “Curva x 3 + y 3 =a 3 trovare la lunghezza della per- 

pendicolare dall’origine sulla tangente nel punto [x,y); 
inoltre trovare la lunghezza della parte della tangente 
compresa tra i due assi. 

3 

Risultati. (1) \l{axy); (2) a. 

6. Se x v y t sono le parti degli assi delle x e delle y ta- 

gliate dalla tangente nel punto (x,y) alla curva 




allora ^ = 1 



Vt 



7. Mostrare che tutte le curve rappresentate dall’ equazione 




attribuendo diversi valori ad n, si toccano scambie- 
volmente nel punto («, é). 

8. Nella curva y n =a n ~'x, esprimere l’equazione della tan- 

gente nella sua forma più semplice; e determinare il 
valore di n quando l’area racchiusa tra la tangente 
e gli assi delle coordinate è costante. 

! 2 2 

9. Se la normale alla curva x 3 + y 3 = a 3 , fa un angolo q> 

con l’asse dello .r, mostrare che la sua equazione è 

i/ cos « — x sen z — a cos 2z. 
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10. Sotto quale angolo la curva y* = 2 ax taglia la curva 
x*-3axy + y*= 0 ? 

Risultato. Le curve s’interscgane all’orig’ine; ivi 
la prima curva ha per tangente l’asse delle y, e 
la seconda curva ha tutte e due gli assi per tan- 
genti. Le curve inoltre s’ intersegano nel punto 

3 3 

x = a*J 2, y = a \J 4; cd ivi esse s’intersegano sotto un 

3 

angolo che ha per cotangente ^4. 



11 . 



Siano tirate le tangenti all’ellisse ^ 4 - ~ = 1, ed al cir- 



colo x^+y'—a* — 0 , nei punti in cui un’ordinata co- 
muno l’incontra; mostrare che se 9 è la più grande 
inclinazione di queste tangenti 



tan o—j 



a — b 



2 yj(ab} ' 



12 . 



Se si conducono le tangenti da un punto (A, k) alla curva 
che ha per equazione +(0 = 1 , un’ellisse di 



cui 1 semiassi sono a 1 7 

\h 



c b ( T 



passera per t 



13. 



punti di contatto. 

Mostrare che tutti i punti della curva y 2 =4a + a sen - 

nei quali la tangente è parallela all’ asse delle x ap- 
partengono ad una certa parabola. 



14. La normale ad una parabola in un punto Pii prolun- 
gata sino ad incontrare la direttrice in Q, e la tan- 
gente in P incontra la direttrice in R; trovare (1) 
quando QR è un minimo, (2) quando il triangolo PQR 
è un minimo. 

Risultati. (1) x = (2) x = g ; in cui y t = 4ax è 

l’equazione della parabola. 
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CAPITOLO XIX. 



ASINTOTI. 



26 6. Supponiamo uno o più rami di una curva estendersi 
ad una distanza infinita dall’origine, e che ai punti succes- 
sivi di un tal ramo si tirino le taugenti. Allora due casi 
diversi possono darsi rispetto alle direzioni, di queste tan- 
genti; esse, nel passare da un punto ad un altro lungo la 
curva, o si avvicinano ad un limite definito o no. E rispetto 
alla posizione di queste tangenti, due casi sono possibili; le 
parti intercette dagli assi o tendono ad un limite finito o 
no. Se la direzione ha un limite, come anche una o tutte e 
due le intercette un limite, vi esiste una linea retta verso 
la quale si avvicinano continuamente le successive tangenti. 
Una tale retta si chiama un asintoto della curva; quindi 
abbiamo la definizione seguente. 



267. Def. Un asintoto di una curva è la posizione limite 
della tangente quando il punto di contatto si allontana ad 
una distanza infinita dall’origine. 



• Per trovare se una curva proposta ha un asintoto, dob- 
biamo prima stabilire se ~ ha un valore limite quando 

Cli 7/ 

procediamo ad una distanza infinita dall’origine. Se esso non 

10 ha generalmente non vi è asintoto. Se — ha un valore li- 

dee 

mite, dobbiamo allora stabilire se l’ intercetta sull’asse delle 

dx 

x, che per l’Art. 260 è x — ha un valore limite. Sup- 
poniamo che lo abbia, e sia dinotato da c mentre p. dinoti 

11 limite di ~~ , allora y = [i.(x-c) è l’equazione di un asintoto. 
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(hi dee 

268. Se ^ cresce senza limite, e nello stesso tempo x — y — 

ha un limite finito , abbiamo un asintoto parallelo all’asse 
delle y. 

Inoltre possiamo avere un asintoto quando il limite di 

d v d\ i 

x-v-r è infinito, cioè nel caso in cui il limite di è 
dy dii c, x 

zero, ed il limite di y — x , che è l’intercetta sull’asse 

delle y, è infinito. L’asintoto è allora parallelo all’asse dello a;. 

269. Es. L’equazione della parabola è y = 2 \fax; onde 
~ = t/- ; quindi, quando x cresce indefinitamente il limite 

(I CC ì X 

di è zero : ma y — x —■ = 2 \^av — \Jax = \ r ax, che non ha 
dx dx 

limite finito. Quindi non vi è asintoto. 

L'equazione dell’iperbole è 






«*); 



onde 



ed 



dy bx 
dx a\J (x* — a 2 ) ’ 



dx 

x — y——x 
J dy 



r* _ /i* 



X 



Quindi il limite di ^ quando x è infinito è - , ed il limite 

CtCC 



dx 



dix — è 0. Onde y = - xè l’equazione di un asintoto. 



Si supponga y = 
curva, allora 



(x - b)‘ 



dy 

dx 



+ c essere l’ equazione di una 



2 a 3 



dx 



(X - J)* ’ 

x — b c (x — b) s 



2« s 
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A misura che x si avvicina a 1 / Cy crescono senza -li- 

dx 



dx 



mite. Il limite di x — y— è i, e, per l’Art. 268, vi è un 
asintoto parallelo all’ asse delle y, avente per equazione x=b. 



270. Un asintoto si può anche definire come una linea 
retta , la distanza della quale da un punto di una curva di- 
minuisce senza lìmite quando il punto sulla curva si allon- 
tana ad una distanza infinita dall’ origine. 

Si supponga y = px + p 

l’equazione di una linea retta, ed 

y — px + g + ® 

l’equazione di una curva, allora se v diminuisce senza limite 
quando x ed y crescono senza limite, la linea rótta sarà un 
asintoto della curva. Poiché se x, y, sono le coordinate di 
un punto della curva, la distanza perpendicolare di tal punto 
dalla linea retta è 

y - px - g 

V( 1 + **■*) V(l + P-V 

c questa diminuisce senza limite quando x ed y crescono 
senza limite. 



271. Che queste due definizioni di un asintoto conducano 
in generalo agli stessi risultati può vedersi considerando di- 
versi eseinpii, 0 con la seguente dimostrazione. Sia y=yjc+$-\-v 
l’equazione di una curva, in cui p e p sono costanti, e v 
diminuisce senza limite quando x ed y crescono senza limite. 
Dall’equazione data 



/ 




x 



Quindi p è il limite di ^ quando x ed y crescono senza li- 
mito. Ma, per l’Art. 148, 

(ly 

il limite di - = al limite di 0 

x T dx . 
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Inoltre (3 è il limite di y— jjx; ma[A = al limite di onde 

(ICO 



dy 



in generale p = al limite di y — x. Quindi 1’ equazione 
della tangente alla curva nel punto ( x , y), che è 

y' -y^'^ix' -x), 

diviene, quando x ed y crescono indefinitamente, 

y' = |A*' + 

cioè, l’equazione dell’asintoto trovata secondo la prima de- 
finizione è la stessa che l’equazione trovata secondo la se- 
conda definizione. 

272. Abbiamo detto nell’ ultimo articolo che in generale 

il limite di i/ — pur = al limite di y — Supponiamo, per 

esempio, che l’equazione della curva sia 

. _ a 

yz=Ax+B +- ; 

x 



y . lì a 

- — A q 1 — ; . 

x x xr 



onde 

V 

Quindi g — al limite di - = A , ed 



Inoltre 

45 ? 

onde 



r. ® 

y- V x = B+~. 

dx x* ’ 

dy n 2 a 

,J -ix X = B + ^- 






Qui y — ^f x x e( i y-lAX hanno lo stesso limite, cioè B. 



Ma si supponga y — Ax + B 



a + sen x 



Qui, come sopra. 



u = A. 
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Inoltre 



y — [LE = li -f 



a + sen x 
x 



E 



dy , cosr 

~ = A + 

dx x 



a + sen x 
ir* ’ 



onde 



dy n 

y — r x = B — cos x 
J dx 



2(a+ sen x) 



Qui non possiamo asserire che y — px ed y x han- 

(IJC 

no lo stesso limite: il limite del primo è B, ma l’altro non 
si può dire che abbia un limite, a motivo del termine cosar, 
che non tende ad un limite quando x cresce. indefinitamente. 
In questo caso la curva 



y = Ax + B -f 



a -i- sen x 
x 



ha un asintoto secondo la definizione dell’ Art. 270, cioè, 
y = Ax + B, ma non secondo la definizione dell’ Art. 267. 

La dimostrazione nell’ Art. 270 potrebbe, naturalmente, 
partire dall’ equazione x = yy + (5 + v; sicché, dovendo 1’ a- 
sintoto essere parallelo all’asse delle y, col prendere la se- 
conda forma evitiamo di avere p infinito. 

273. Finora ci siamo limitati agli asintoti rettilinei; ora 
estendiamo la definizione agli asintoti curvilinei. 

Def. Quando la differenza delle ordinate di due curve cor- 
rispondenti ad un’ ascissa comune diminuisce senza limite, 
o la differenza delle ascisse corrispondenti ad un’ ordinata 
comune diminuisce senza limite, nel passare da punto a punto 
lungo l’una e l’altra curva, ciascuna curva si diee essere 
un asintoto dell’altra. 



Quindi, se l’ equazione di una curva può essere messa sotto 
la forma 

y = A 0 x n + AyX n ~' + ... + A„_ l x+ A n + ^ + fi + fi + - » 
allora y — A 0 x” + A t . r"~ , +... + A„_ t x+A H 
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è l’equazione di una curva che è un asintoto della prima. 
Similmente per 

V = A 0 x" + A x x n -' + . . . + A n . t x + A n + ^-, 

cd y = A 0 x n + A ,.T n -’ + - - . + A n _, x + A n + ^ ^ , 

e così di seguito. 

Es. Trovare gli asintoti della curva 
. t * — xy 1 + ay 2 = 0 . 

Q “' » ,= ^ ion<IC! '=±\/(i^)' 



fjni 

Quando x si avvicina al valore a, sì y che -r crescono 

(IX 

senza limite, ed x—ab l’equazione di un asintoto rettilineo. 

Ponendo y nella forma + x ^1 — 2 , e sviluppando col 

Teorema del Binomio, abbiamo 



5 a? 



y=±x f 1+ é + ÌF* + i^ + --[ 



a 3 a 1 

+ ■ 



fi). 



Quindi y = ± ( X + l) sono le equazioni di due asintoti 

rettilinei. Possiamo ottenere quanti asintoti curvilinei vo- 
gliamo facendo uso della serie in (1). Per esempio, 



y=± 



( a 3«*\ 
\ X+ 2 + Tx) 



sono le equazioni di due curve asintotiche di secondo ordine. 
Lo studente si rammenterà che per l’Art. 114 possiamo usare 
il teorema del binomio nell’esempio precedente come un vero 

sviluppo aritmetico quando - ò minore dell’unità, il che sarà 

cc 

certamente il caso quando x cresce indefinitamente. 

1. 36 . 
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274. Il metodo seguente fornirà gli asintoti rettilinei con 
grande speditezza in molti esempii. Supponiamo l’equazione 
di una curva, F (x, y) = 0, tale che F(x,y) sia la somma di 
differenti funzioni omogenee di x ed y, sicché l’equazione 
possa mettersi sotto la forma 




in cui n, p, q, sono disposti in ordine decrescente di gran- 
dezza. Ogni equazione algebrica razionale intera tra x ed y 
può essere messa in questa forma. Da (1) abbiamo 




Ora nel trovare un asintoto dobbiamo prima per l’Art. 271 

stabilire il limite di - quando x ed y sono infiniti. Se chia- 

%c 

miamo questo limite ;j, e lo supponiamo finito, abbiamo da (2) 

? M = 0. 

Sia p, un valore di p ottenuto da questa equazione; dob- 
biamo in seguito trovare il limite di t/ — p,#. Si ponga 
y — y. v x — ^, allora da (2) 

® + *) + &=* * ( !Ai + !) + • •• = 0 (3) - 

Ma, per l’Art. 92, 

? (l*. +®) = 9 + £t (>i + “) 



poiché ? (p,) = 0. 

Così (3) diviene 

P9 '( 1A,+ ?) * ( iA,+ I) + • • 



= 0 .... (4). 
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Nell’equazione (4) si supponga x crescere indefinitamente, 
allora avremo differenti risultati secondo il valore di p. 

Se p è maggiore di n — 1 il valore di p è infinito, e non 
vi è asintoto per la radice jx, dell’ equazione 



?W = o. 



Se p è eguale ad n — 1 e 9'(jx,) non è zero, il limite di p 
è — ; e l’equazione di un asintoto ò 

?(m) 




Se p è minore di n — 1 e 9'(jx,) non è zero, il limite di p 
è 0 e l’equazione di un asintoto è 

~y = n.*- 

In quest’ultimo caso le equazioni 

danno per determinare gli asintoti 

9 (|) = °, o *",(?) =0; 

quindi quando l’equazione di una curva può esibirsi sotto 
la forma della somma di più funzioni omogenee eguale a 
zero, ed il grado n della più alta di queste funzioni eccede 
di più di un’unità il grado di ognuna delle altre, tutti gli 
asintoti in generale passano per l’origine e possono trovarsi 
eguagliando a zero la funzione omogenea dell’ w-" 10 grado. 
Diciamo in generale poiché vi è la limitazione che 9' (jx,) non 
deve essere zero; cioè, por la teoria delle equazioni 9 (|x) = 0 
non deve avere radici eguali. 

275. Consideriamo ora il caso in cui 9 ' (ja,) è zero. Prima 
supponiamo^ eguale ad n — 1. 

Se <p(;x,) non è zero p diviene infinito, e non vi è asin- 
toto per la radice |x, dell’equazione 9([x) = 0. Ma se <Hlx t )=0 
il valore di p diviene indeterminato. 
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Si supponga in questo caso q = n — 2, sicché l’equazione (2) 
dell’ Art. 274 dà 



? (l*. +§ + ì + 1 ) + 3 Z (h + 1 ) + ■ ■ • = «■ 

Poiché o(p,) = 0 e 9'(p,)=0, abbiamo, per l’Art. 92, 
iuoltre + 



Si sostituiscano questi valori nell’equazione precedente, 
si moltiplichi per x-, e poi si proceda al limite, ed abbiamo 
per determinare i valori limiti di (5, l’equazione quadratica 

Se i valori di £ sono possibili, otteniamo così due asintoti 
paralleli. 

Se questa equazione quadratica prende una forma inde- 
terminata, possiamo procedere nello stesso modo a formare 
un’equazione cubica in Jh 

Nel caso in cui 9 '(p,) è zero e <j/(p,) non è zero, non vi 
è asintoto rettilineo per la radice p, dell’equazione cp(p) = 0, 
come abbiamo già stabilito nel principio di questo articolo. . 
In questo caso possiamo in generale ottenere un asintoto 
parabolico, come ora mostreremo. 

Per l'Art.92 ,( fl+ |)=^,”(, 1 + |). 



Quindi l’equazione (3) dell’ Art. 274 diviene 



lp* 

2^ 






V-i 

n* * 




= 0 ; 



quando x cresce indefinitamente quest’equazione si avvicina 
alla forma 



sicché 



ipv w 

2 a; 1 x<f" (Pi) ’ 

Pi 

X I ;r ? "(|A,l ) ■ 
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Quindi abbiamo un asintoto parabolico determinato dall’e- 
quazione 

y j ) » 



cioè, 



(y - w) 2 = 



- ^ (h) 



In secondo luogo supponiamo p minore di n — 1. Allora 
poiché 9'(p.,) = 0 l’equazione (4) dell’ Art. 274 non determi- 
nerà (5 ; ed invece di questa equazione avremo ultimamente 
nel modo ora mostrato 

2 x* x n ~i'(p" ({JL ( ) 

Se n—p— 2, otteniamo 

Oì l^l) 

?"({*,)’ 

sicché se ^(g,) e sono di segni diversi abbiamo due 

valori possibili di (3, e quindi due asintoti paralleli i quali 
sono equidistanti dall’origine. 

Se n—p non è eguale a 2, abbiamo un asintoto curvilineo 
determinato dall’equazione 



(U - = 



(m) 



276. Abbiamo supposto nell’ Art. 274, che il limite di - 

„ cc 

sia finito; se non è tale, il limite di - sarà zero, e dobbia- 

y 

mo esaminare se vi è un asintoto parallelo all’asse delle y. 
Questo si può generalmente stabilire con facilità in ogni 
esempio particolare. 0 pure possiamo porre l’equazione data 
nella forma 




e procedere come sopra. 

277. Se una curva è data da un’equazione algebrica ra- 
zionale intera, possiamo determinare gli asintoti che sono 
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paralleli all’asse delle y nel seguente modo. Si ordini l’e- 
quaziono secondo le potenze di y; supposto che essa sia 

y n /i x ) + ir V, (*) + y H ~V, (*) + ... = o, 

allora gli asintoti paralleli all’asse delle y saranno dati dalle 
radici reali dell’equazione 



f{x) = 0. 

Infatti l’equazione della curva può essere scritta 



y y z 



= o, 



ed è chiaro che questa è soddisfatta supponendo y — x> ed 
f[x) = 0; e che quando y è infinito nessun’ altro valore di x 
eccetto quelli dedotti da f[x) = 0 la verificherà. Quindi gli 
asintoti paralleli all’asse delle y si trovano eguagliando a 
zero il coefficiente della più aita potenza diy nell’equazione 
della curva. 

Similmente gli asintoti paralleli all’asse delle x possono 
trovarsi eguagliando a zero il coefficiente della più alta po- 
tenza di x nell’equazione della curva. 

Quando una curva è data da un’equazione algebrica ra- 
zionale intera, converrà determinare col metodo precedente 
gli asintoti paralleli agli assi, c quindi procedere per gli 
altri asintoti secondo la regola seguente; supponiamo l’e- 
quazione deH’w mo grado. Si sostituisca per y nell’equazione 
data |JUE + p c si ordinino i termini dell’ equazione secondo 
le potenze di x. Si eguagli a zero il coefficiente di x n ; ciò 
darà un’equazione per determinare g; sia g, uno dei valori 
reali di g. Indi si esamini il coefficiente di af 1-1 , e si dia 
il valore g, a g se esso si trova in questo coefficiente. Se 
possiamo determinare J3 in modo da far svanire questo coef- 
ficiente, allora j/=g,;r + £ sarà l’equazione di un asintoto; se 
il coefficiente non si può far sparire non vi è asintoto cor- 
rispondente. So il coefficiente svanisce qualunque sia il va- 
lore di (3, allora si ponga il coefficiente di x n ~ 2 eguale a zero, 
sostituendo in esso g, per g; avremo così generalmente un’e- 
quazione quadratica per determinare i valori di (3, e se questi 
valori sono reali, otteniamo due asintoti paralleli. Se il coef- 
ficiente di a;" -2 svanisce, qualunque sia il valore di (3, dob- 
biamo eguagliare a zero il coefficiente di x n ~ 3 e così di se- 
guito.. 
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Si può dimostrare facilmente che questa regola è d’accordo 
con gli Art. 274 e 275. L’equazione (1) dell’ Art. 274, si può 
supporre l’equazione della curva nella quale » è un intero, 

f—n — 1, q = n — 2, Allora se poniamo px-f£3 per y, e 

si ordinano i termini secondo le potenze di x, otterremo l’e- 
spressione 

0) +d'~ % i $ [V-Y + P?» ! + x n ~ l | x(p) + fy» + \ ?» ! + • • • 

Così eguagliando a zero il coefficiente di x n arriviamo 
all’equazione per determinare ;jl data nell’ Art. 274. Quindi 
eguagliando a zero il coefficiente di x n ~ l otterremo lo stesso 
valore di (3 trovato nell’ Art. 274; o se il coefficiente di x ll ~ l 
svanisce, qualunque sia (3, allora eguagliando a zero il coef- 
ficiente di x" -2 arriviamo all’ equazione quadratica data 
nell’ Art. 275. 

Es. (1) y 3 + x 3 — 3axy = 0. 

Si ponga px + P per y, allora 

(pj; + £) 3 + x 3 — 3 ax (px + £3) = 0 ; 
onde ({A 3 + 1) x 3 + 3x 2 (p 2 J3 — «;jl) + Mx + N = 0. 

Quindi, p 3 + 1 = 0, 

P*P - ap = 0, 

sono le equazioni da cui debbono trovarsi p e (3; esse danno 
p = — 1, -a; quindi, 

y — - x - a, 

è l’equazione di un asintoto. 

Es. (2). x 2 (x + y) = a 2 (x — y). 

Si ponga pur -f £3 per y, allora 

x 2 (x + px + (3) = a 2 (x — px — (3) ; 
onde x 3 (1 + p) + px 2 — xa 2 (1 — p) + a 2 (3 = 0. 

Quindi, 1 + p = 0 e p = 0; 

onde y= — x è l’equazione di un asintoto. 
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